Kapitel 2

Simulationstechniken

2.1 Importance sampling: Metropolis-Algorithmus

Eine zentrale Fragestellung in der statistischen PhystkesBestimmung von Erwar-
tungswerten einer Observablénin einem wohldefinierten Ensemble. Da die Anzahl
aller moglichen Konfigurationen mit steigender Teilchdnizxhnell sehr grof3 wird,
fuhrt eine einfache Mittelung tber alle Zustande nicht zurol§. Wirde man z.B.
eine Simulationsbox entlang jeder Achse in lediglich zelmschnitte unterteilen, er-
halt man bei zehn Teilchen ih = 3 Dimensionen etwd0?° Moglichkeiten. Selbst
wenn alle Teilchen gleichartig sind und man lediglich ust¢éiedliche Konfiguratio-
nen beriicksichtigt, liegt deren Gesamtzahl immer noch bei 0% und somit jenseits
jeglicher heute zugéanglicher Rechenleistung. Die Bestingraines Erwartungswer-
tes muss folglich durch eine Mittelung Uber eine endlicheswahl von Zustanden
erfolgen. Da der mit Abstand grof3te Teil der Konfiguratioteshiglich einen vernach-
|assigbaren Beitrag zum Mittelwert liefert, fuhrt eine ligge Auswahl (,simple” oder
zrfandom sampling®) nicht zum Erfolg. Vielmehr sollte daatsdtische Gewicht eines
ZustandsS; bericksichtigt werden, welches in einem klassischen 8ysterch die
Boltzmannverteilung gegeben ist. Im kanonischen Ensemble i

P(s) = o 2.1
E entspricht der Energie der Konfiguration uadder kanonischen Zustandssumme.
Der kinetische Anteil spielt bei den folgenden Betrachtumgeine Rolle und kann
z.B. in Z hineingezogen werden. Die Monte—Carlo—Simulation versnan Konfi-
gurationen zu erzeugen, die einer vorgegebenen Wahréich&gitsverteilung (z.B.
(??)) genuigen. Der im folgenden Abschnitt vorgestellte Algorius wurde 1953 von
Metropolis et al. veroffentlicht (N. Metropolis, et al., J. Chem. Phys. 21(6)87
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(1953)). Die hierauf aufbauenden Monte—Carlo—Techniké&tehizusammen mit der
Molekulardynamik—Methode (MD) die Grundlagen klassisanelekularer Simulati-

on. Die Darstellung des Algorithmus folgt im Wesentlichem Barstellung in Landau
/ Binder, A Guide to Monte Carlo Simulations in Statistical Bicg.

Zusténde, die einer gegebenen Verteilung gentigen, koniétilfa einer Markov—
Kette realisiert werden. Hierzu definiere man einen sta@dt®en Prozess mit diskre-
ten Zeitschrittent, t,, ... fir ein System mit einer endlichen Anzahl von Zustanden
51,5, ... . X; seider Zustand eines Systems zum Zeitpunkerner betrachte man:

P(th - Sin|th71 - Sin—l’ Xt - Sin72, ...,th - SZ'1)7 (22)

n—2
also die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass sich das manersystemX;, = S;,)
zum Zeitpunktt,,_; im ZustandS,,_;, zum Zeitpunkt,,_, im ZustandS,,_, usw. be-
fand. Eine Abfolge von ZustandenX,} bezeichnet man als Markov—Kette, falls die
bedingte Wahrscheinlichkeit das System zum Zeitpupkin ZustandS; anzutreffen
lediglich vom direkten Vorgangerzustanyd__, abhangt:

P == P(th = Sin’th71 == Sin—1) = Wl

n—1in n—1

Die ,Vergangenheit” vor,,_; hat also keinen Einfluss auf die Eintrittswahrscheinlich-
keit von X, und die weitere Entwicklung der Kette. Wie in Gleichuff§Yangedeutet,
lasst sichP auch als Ubergangswahrscheinlichkéit; vom Zustand: nachj inter-
pretieren. Ist diese unabhangig vgrbezeichnet man den Prozess als stationar. Als
Sprungwahrscheinlichkeit i$t;; immer groRer Null. Die Wahrscheinlichkeit varmn
einen beliebigen Zustandzu springen und somEj W;; ist gleich Eins.

Die so genannte ,master equation® betrachtet die Anderemgedingten Wahr-
scheinlichkeit als Funktion der Zeit. Der Fluss von einenstdad: in einen Zustand
j ist gegeben durch das Produkt aus der Wahrscheinlichkeit P(X, = S;), dass
sich das System zum Zeitpuntkin Zustand: befindet, mit der Sprungwahrscheinlich-
keit W;; von ¢ nachj. Summiert man Uber alle Zustandeerhalt man den gesamten
Zufluss nacly. Der Abfluss aug ist entsprechend gegeben durch die Summe Uber alle
ProdukteP;1W;;. Insgesamt erhalt man also

O _ 5~ Py~ Y PO @4

Gleichung?? kann als ,Kontinuitatsgleichung“ aufgefasst werden. Des@mtwahr-
scheinlichkeit Ej P;) bleibt zu jedem Zeitpunkt erhalten. Im Gleichgewichtsansd
ist der Zufluss in einen Zustand gleich dem Abfluss aus denaddst.hdP; /dt = 0.

Diese Bedingung ist auf jeden Fall erfullt, falls gilt:

Bi(t)Wij = Pi(t)Wii. (2.5)



KAPITEL 2. DR. P. VIRNAU 3

Die strengere Forderung, dass zwei beliebige Zustandeamneér im Gleichgewicht
stehen, bezeichnet man als ,detailed balance".

Die folgende Diskussion bezieht sich auf das kanonischerhk. Obwohl die
Wahrscheinlichkeit in Gleichun@®) wegen der Zustandsumme im Nenner in der Re-
gel nicht genau bestimmbar ist, kann man dennoch das Veihalweier Wahrschein-
lichkeiten angeber? kirzt sich dann in Gleichun@®) weg und es wird lediglich die
Differenz in der Energie der beiden Zustani& = E; — E; benétigt. Jede Uber-
gangsrate, die die Detailed—Balance—Bedingung erfillpristzipiell akzeptabel. Das
erste solche Kriterium, welches in der statistischen Rhlgsi der Simulation harter
Scheiben Anwendung fand, stammt von Metropolis et al.:

| exp(—BAE) ,falls AE >0
Wi = { 1 falls AE < 0. (2.6)
oder kirzer:

W;; = min(1, exp(—BAE)) =: metrop (exp(—FAE)). (2.7)

Ein Sprung auf ein energetisch tieferes Niveau wird demmacher akzeptiert. Ein

Sprung auf ein héheres Niveau jedoch nur mit einer expogléeri Wahrscheinlich-

keit. Diese wird umso geringer, je groRer die Energiezuralamsfallt. Die Uber-

prufung der Detailed—Balance—Bedingung erfolgt durch dasdfzen von Bedingung
(??) in (??). Der Metropolis—Algorithmus kann auf einfache Weise iempéntiert wer-

den. Das System befinde sich hierzu im Ausgangszustand

|: 1. Waéhle zufallig einen neuen Zustandus.
2. Berechne die Energiedifferender
zwischenj und dem alten Zustand
3. Ziehe eine Zufallszahl aus [0,1].
4, Fallsz < exp(—BAFE), akzeptiere den Schritt

und fuhre das System in den neuen Zustafdder. :|

In einer typischen Simulation wird die obere Abfolge sehrwitederholt. Nach
einer kurzen Relaxationsphase in der sich das System insh@kwicht bewegt, kon-
nen Messungen einer Observablen vorgenommen werden. [Razeiegten Zustande
bereits der Boltzmannverteilung gentigen, berechnet sicEdeartungswer{O) =
>, P,O;, einfach aus dem arithmetischen Mittel.

Im Vergleich mit einer Molekulardynamik—Simulation hat Me Carlo den grof3en
Vorteil, dass Spriinge von einem Zustand in den nachstesghigljunphysikalisch* aus-
fallen kdnnen. Statistisch unabhéangige Konfigurationemnkd so auf Kosten einer
unrealistischen Dynamik sehr viel schneller erzeugt weréts folgen einige Beispie-
le.
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2.1.1 Lokale Verrickungen

Eine der einfachsten und &ltesten Ubergange ist die lokargitkung eines Polymer—
oder Losungsmittelteilchens. Hierbei wéahlt man zufaliig €eilchen im System aus
und verschiebt es um eine bestimmt Lange und Orientierubd.(Z?). Im Anschluss
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung eines lokalen tgle@arlo—Schrittes.

wird die durch die Verriickung verursachte Energiediffereerechnet und der Zug ge-
maR des Metropolis—Kriteriums akzeptiert oder abgeldbet.lokale Ubergang ist zur
Aquilibrierung einer kanonischen Konfiguration (konstafieilchenzahl in der Box)

geringer oder mittlerer Dichte nur bedingt geeignet. Ireemichten Phase ist er hin-
gegen einer der wenigen Schritte, die Uberhaupt akzepterden.

2.1.2 Reptation

Beim Reptationsalgorithmus, der manchmal auch als SlitgeBnake—Algorithmus
bezeichnet wird, schneidet man ein Endmonomer einer mytdlsgewahlten Kette ab
und fugt es an der gegenuberliegenden Seite wieder an (#bDies bewirkt eine

_—
Abbildung 2.2: Schematische Darstellung eines Reptatobmites.

»Schlangenartige* Kriechbewegung des Polymers. Die Bigglinge bleibt dabei in
der einfachsten Ausfihrung erhalten. Die Implementierdeg Algorithmus erfolgt
wie bei der lokalen Verriickung tiber das Metropolis—Kriieri Der Slithering—Snake—
Algorithmus ist ein gutes Beispiel fur einen ,,unphysikalisa“ Monte—Carlo—Schritt.
Er ermoglicht jedoch bei geringen und mittleren Dichtereenesentlich effizientere
Aquilibrierung eines Kettenmolekiils als die lokale Vekiiag.
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2.1.3 Pivot

Bei der Simulation von nichtkollabierten Einzelketten fetsder Pivot-Algorithmus
hervorragende Dienste. In der einfachsten Implementieméhlt man zuféllig ein
Monomer als Drehzentrum aus und dreht einen Teil der Ketteefangen von die-
sem Monomer bis zu einem Ende der Kette um einen zufalligeasigiten Winkel.
Auf diese Weise kann man in wenigen Zlugen eine statistis&oroglierte Konfigu-
ration erzeugen. Eine besonders effiziente Implementigiindet sich in T. Kennedy,
J.Statist.Phys. 106, 407 (2002). In dichten Systemen, idel®i kollabierten Poly-
meren versagt der Algorithmus.



