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Ubungsaufgaben zur Vorlesung ]G‘U
»Mathematische Rechenmethoden 2“ (SS 2011)

Dr. Frank Saueressig sonannes GUTENBERG

Institut fiir Physik, THEP UNIVERSITAT Manz

Aufgabenblatt 01, Abgabe: 02.05.2011

Aufgabe 1: Dreidimensionale Integrale (4 Bonuspunkte)

Berechnen Sie das Volumen von

(i) {x\ 0<a3</16—p?,0<p< 4cos(g0)} (Zylinderkoordinaten )
(i) {x\ r<323 1<tan(f) <2,0< < %} (Kugelkoordinaten)

und beschreiben sie die Form der Integrationsbereiche in Worten oder machen Sie eine Skizze.

Aufgabe 2: Differentialgleichungen erster Ordnung (10 Bonuspunkte)

Die folgenden Differentialgleichungen weisen alle die allgemeine Struktur ‘fl—;‘ = —a(t)u + b(t) auf
oder konnen durch eine geeignete Substitution auf diese Struktur zuriickgefithrt werden. Losen

Sie die Differentialgleichungen mittels der Methode der Variation der Konstanten

L o +tPu=1¢ 2. o +wutan(t) = sin(t)
3. w4 u=Zeut 4. e (u' —1)=t
5.t/ —u=1 6. tu’ —u =23

Aufgabe 3: Funktionen mehrerer Verénderlicher (6 Bonuspunkte)

(a) Betrachten Sie die Funktion zweier Variablen f(x1,22) = z1(22)?/((21)? + (22)*) und be-

rechnen Sie

() o f(@1,0) () lm fO,22) (i) lim fOuPy)
T1— y—

xro—0

mit 0 < A € R. Bestimmen Sie, ob limy_,o f(x) existiert.

(b) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung der folgenden Funk-

tionen im Punkt x = (21, z2)

(i) sin ((56‘1)2 + (m2)2) (i) /(1) + (22)2 (iii) arctan <Q> .

Ty
(c) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen d,,f und Af = Y2 9,.9,.f im Punkt x =

(x1,29,23), i = 1,2,3 fiir die folgenden Funktionen f(x):

() V@2 + @2 + ()2 (i) arctan ( S

T3

> (iii) ($1)2 + (.1‘2)2 .



Ubungsaufgaben zur Vorlesung ]G‘U
,Mathematische Rechenmethoden 2“ (SS 2011)

Dr. Frank Saueressig sonannes GUTENBERG

Institut fiir Physik, THEP UNIVERSITAT Maiz

Aufgabenblatt 02, Abgabe: 09.05.2011

Aufgabe 1: Eigenschaften von Matrizen (12 Punkte)

(a) Berechnen Sie A~ fiir die n x n-Matrix A mit Elementen a;; = 6; j — &; j+1. Hierbei ist das
Kronecker-Delta ¢; ; = 1 falls 1 <7 = j <n und d; ; = 0 sonst.

(b) Berechnen Sie die Determinante der Matrix

6 a? b 5
-1 0 0 -1
v a?b? 1463 6b2
ab 1 Ta ab

A=

(c) Zeigen Sie, dass fiir eine invertierbare n x n-Matrix A und eine beliebige n x n-Matrix B
gilt: Spur(A) = Spur(A~1BA).

(d) Eine Matrix O heifit orthogonal, wenn die Transponierte die Inverse ist: OTO = 1. Eine
Matrix P heifit Projektor, wenn sie idempotent und hermitesch ist: P2 = P = Pt. Welche
der folgenden Matrizen sind orthogonal, welche sind idempotent und bei welchen handelt
es sich um einen Projektor?

1 0 0 cos(¢) 0 sin(yp) 100
A=| 0 cos’(p) isin(2p) |,B= 0 1 0 0= 0 1 1 |,D=1,E=0.
0 3sin(2p) sin®(p) —sin(¢) 0 cos(p) 0 00

Aufgabe 2: Eigenschaften der Determinante (8 Punkte)

. . .. . . . . a a
Zeigen Sie explizit, dass die Determinante einer 2 x 2 Matrix A = [ an a12 } ,det A = aj1a99 —
21 Q22

a12a21, die folgenden Eigenschaften besitzt:

(a) Die Determinanten der Matrix A und ihrer Transponierten AT sind gleich: det A = det A™.
(b) Beim Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten dndert die Determinante ihr Vorzeichen.

(¢) Werden die Elemente einer beliebigen Zeile oder Spalte mit einem Skalar A multipliziert, so
multipliziert sich die Determinante mit .

(d) Die Determinante ist Null, wenn mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
1. Alle Elemente einer Zeile oder Spalte sind Null.

2. Zwei Zeilen oder Spalten sind linear abhingig.

(e) Der Wert der Determinante dndert sich nicht, wenn man zu einer Zeile (oder Spalte) ein
beliebiges Vielfaches einer anderen Zeile (bzw. anderen Spalte) addiert.

(f) Fiir zwei Matrizen A und B gilt: det(A - B) = det(A) det(B).



Ubungsaufgaben zur Vorlesung ]G‘U
»Mathematische Rechenmethoden 2“ (SS 2011)

Dr. Frank Saueressig sjonannes GUTENBERG

Institut fiir Physik, THEP UNIVERSITAT Mz

Aufgabenblatt 03, Abgabe: 16.05.2011

Aufgabe 1: Eigenwerte und Eigenvektoren (8 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der folgenden Matrizen:

A:[S 5 3], B:[S > é].

3 0 4 2 0 3

Verifizieren Sie, dass die Determinaten (die Spur) von A und B durch das Produkt (die
Summe) der Eigenwerte gegeben sind.

(b) Zeigen Sie, ohne das charakteristische Polynom zu berechnen, dass die Matrix

-1 1 -1
1 -1 1 .
6 1 -1
1 6 1 .
-1 1 6
1 -1 1
—1 1 —1

-1
1
-1
1
-1
1
6

A: 1 -

1 —

HR R R RO R
HO R R

den 6-fachen Eigenwert \; = 7 und den einfachen Eigenwert Ay = 0 hat, in dem Sie zu jedem
der Eigenwerte die Maximalzahl der linear unabhéngigen Eigenvektoren konstruieren.

(¢) Berechnen Sie die Eigenwerte A1, A2 und normierten Eigenvektoren &1, Zo der symmetrischen
(2 x 2)-Matrix S = [ _; 7; |. Verwenden Sie die Transformation S’ = D~!'SD, mit D =
[Z1, Z2], um S zu diagonalisieren.

Aufgabe 2: Torsionsschwingungen einer elastischen Welle (8 Punkte)

Ein Torsionsschwinger besteht aus einer masselosen elastischen Welle mit zwei gleichen starren
Zylinderscheiben mit Massentrédgheitsmoment J. In dem man die Scheiben gegeneinander ver-
dreht, 148t sich das System zu Torsionsschwingungen anregen. Die Drehwinkel ¢ und 9 erfiillen
das folgende System gekoppelter linearer Differentialgleichungen

Jpr+clpr —@2) =0, Jpa —c(p1 —¢2) =0.

(a) Benutzen Sie den Losungsansatz ¢;(t) = Ajsin(wt), pa(t) = Assin(wt), (A1, As: maxi-
male Drehwinkel), um das Differentialgleichungssystem auf eine Matrizengleichung zuriick-
zufiihren.

(b) Bestimmen Sie die Eigenkreisfrequenzen w aus den entsprechenden Eigenwerten.

(¢) Berechnen Sie den zur nicht-trivialen Losung gehorenden Eigenvektor. Wie sieht entspre-
chende die Losung o1 (t), ¢2(t) aus und welchem Schwingungstyp entspricht sie?

Aufgabe 3: Drehungen im R? (4 Punkte)

Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der 2-dimensionalen Drehmatrix D(yp) =
[ cos(o) Si“(ig ] . Fiir welchen Drehwinkel sind die Eigenwerte reell? Welche Relation besteht

—sin(¢)  cos(

in diesem Fall zwischen den Urbild- und Bildvektoren?



Ubungsaufgaben zur Vorlesung
»Mathematische Rechenmethoden 2“ (SS 2011)

Dr. Frank Saueressig sorannes GUTENBERG
UNIVERSITAT manz

JGlu

Institut fiir Physik, THEP

Aufgabenblatt 04, Abgabe: 23.05.2011

Aufgabe 1: Darstellung der 3-dimensionalen Drehgruppe (7 Punkte)

Eine niitzliche Darstellung der 3-dimensionalen Drehgruppe 7/ = D7 driickt die Matrixelemente
D;j durch den (normierten) Vektor d entlang der Drehachse und den Drehwinkel ¢ um diese
Achse aus

Dij = didj + ((5” - didj) COS(qb) — Z eijkdk sin(gb) .
k

(a) Zeigen Sie, dass die Drehachse d invariant unter der Drehung ist, d.h. d'=Dd=d.

(b) Zeigen Sie, dass ein Vektor @, der senkrecht zur Drehachse steht, um den Winkel ¢ gedreht
wird.

(¢) Bestimmen sie den Drehwinkel aus der Spur von D.
(d) Finden Sie die zu vorgegebenen Matrixelementen D;; gehorige Drehachse d;.

(e) Nutzen Sie das Ergebnis (a) um den “Satz vom Fufiball” zu beweisen: In jedem Fujf$ballspiel,
in dem nur ein Ball benutzt wird, gibt es zu Anfang jeder Halbzeit (wenn der Ball auf dem
Anstofspunkt liegt) mindestens zwei Punkte auf dem Ball, die an der gleichen Stelle liegen.

Aufgabe 2: Gradient, Rotation und der Laplace-Operator (7 Punkte)

Zeigen Sie, dass unter einer Drehung im R3

(a) der Gradient V= [6%1, 6%2, 6%2] einer Funktion, V f, wie ein Vektor transformiert.

(b) die Rotation eines Vektorfelds v, rotv' = V x ¥, wie ein Vektor transformiert.

(¢) der Laplaceoperator angewendet auf eine Funktion, Af = (V - V)f, invariant ist.

Aufgabe 3: Exponentialdarstellung der Drehgruppe (6 Punkte)
Berechnen Sie die Matrix D(y) = exp(—iSy) fiir

s-[ 2]

Nutzen Sie das Ergebnis, um das Kompositionsgesetz

D(p1)D(p2) = D(p1 + ¢2)

fiir Drehungen in der Ebene zu zeigen. (Hinweis: Verwenden Sie die Taylor-Entwicklung der

Exponentialfunktion e* =3 > %x” fiir matrixwertige Argumente.)



Ubungsaufgaben zur Vorlesung

G|U
,Mathematische Rechenmethoden 2“ (SS 2011) J ‘
Dr. Frank Saueressig sorannes GUTENBERG
MAINZ
Institut fiir Physik, THEP UNIVERSITAT

Aufgabenblatt 05, Abgabe: 30.05.2011

Aufgabe 1: Bogenlinge und skalare Kurvenintegrale (8 Punkte)

Die Bogenléinge s ist iiber die Beziehung ds = [(dz1)? 4 (dz2)? + (da3)?] Y2 mit der infinitesima-
len Anderung dz des Ortsvektors verkniipft.

(a) Betrachten Sie eine beliebige (glatte) Bahnbewegung Z(t) eines Massepunktes. Zeigen Sie
zuerst allgemein:

., d¥ds ‘ ‘ ds S
= —— T =|— T = a
ds dt’ dt |’ LK
mit der Normalbeschleunigung @, = % (%)2 und der Tangentialbeschleunigung @ =

‘é—f%. Zeigen Sie nun speziell fiir eine Pendelbewegung & = [ (sin(¢p), 0, — cos(¢)) im homo-

genen Schwerkraftfeld F = —mgés die Beziehungen ds = I|di| und % = —gsin(p)sgn(y).
(b) Berechnen Sie die Bogenlidnge der Kurve {a‘:’ |z = x5 = 221, 3 <21 < 24}.
¢) Berechnen Sie allgemein die Bogenldnge der Kurve & = p(p)|cos(p),sin mit 0 <
12 ¥ 12 12
1 < ¢ < g < 27 fiir differenzierbares p(¢) > 0.

Aufgabe 2: Vektorielle Kurvenintegrale (8 Punkte)

Bestimmen Sie die an einen Massepunkt, der unter der Einwirkung der Kraft F(Z) die Bahn Z(t)
durchlduft, verrichtete Arbeit fiir die Félle (mit 0 < ¢ < 27):

= T1x2 cos(t) . 23wy cos(t)
(i) F (%) = 1 , Z(t) = | sin(t) (i) F(Z) = | =123 |, Z(t) = | sin(?)
t x9 a:% 0

= cos(t) = 3z, — 4xg + 223 4 cos(t)
(iii) F(Z) = é3 x &, Z(t) = |: sin(t) :| (iv) F(Z) = |: dz1 + 29 — 323 :| , B(t) = [ 0 :| .
0 2r T3 — 4:1:% + $§ 3sin(t)

Aufgabe 3: Doppelte Rotation (4 Punkte)

Als ,,doppelte Rotation“ eines Vektorfelds @(#) bezeichnen wir [V x (V x @)] (Z). Zeigen Sie durch
die Berechnung der doppelten Rotation

(a) eines Vektorfelds B(&), das fiir alle # € R?® die Gleichungen V- B = 0 und V x B =

(Z)
erfiillt, dass AB = —V x j gilt.

<y

(b) eines Vektorfelds E(Z), das fiir alle # € R3 die Gleichungen V - E = p(Z) und V x E = 0
erfiillt, dass AE = Vp gilt.

Hierbei sind p(Z) und j(&) differenzierbar und ansonsten beliebig.



Ubungsaufgaben zur Vorlesung

»Mathematische Rechenmethoden 2“ (SS 2011)

Dr. Frank Saueressig onannes GUTENBERG
UNIVERSITAT a2

JGlu

Institut fiir Physik, THEP

Aufgabenblatt 06, Abgabe: 06.06.2011

Aufgabe 1: Satz von Stokes (10 Punkte)

Der Stokes’sche Satz lautet in der iiblichen Notation:

dS-(V x §)(@) = § _dE-§(a). (1)
A f

oOF

Betrachten Sie als Spezialfall fiir die orientierte Fliche F ein Segment eines (elliptischen) Para-
boloids mit dem kreisférmigen Rand 0.F:

F={Flag=2%@]+23) <2}, OF={Z|zi+as=4a3=2}.
Das Vektorfeld g hat die Form §(Z) = {1, 2z3,23}.

(a) Zeigen Sie, dass Z(u,v) = {ucos(v),usin(v), u*} mit 0 < v < 2 und 0 < v < 27 eine
Parametrisierung der orientierten Fliche F darstellt.

(b) Bestimmen Sie die Tangentialvektoren tu, 1, und den Normalenvektor 7 = t,, x &,,. Wiihlen
Sie die Orientierung der Fldche so, dass 7 - é3 > 0.

(c) Berechnen Sie die rechte Seite von Gleichung (1) explizit.

(d) Berechnen Sie die linke Seite von Gleichung (1) explizit und iiberpriifen Sie durch den Ver-
gleich mit dem Ergebnis aus (c) die Giiltigkeit des Stokes’schen Satzes fiir diesen Spezialfall.

Aufgabe 2: Satz von Stokes in der Ebene (10 Punkte)

Betrachten Sie eine orientierte Fliche F < R? in der zq-z9-Ebene mit der mittels der Bo-

genldnge parametrisierten geschlossenen Kurve 0F = {xi(s),x2(s),0} als orientiertem Rand.

Neben dem Tangentialvektor '(s) = {%, %2, 0 ¢ an die Kurve definieren wir den Vektor

n={a, —21,0}.
(a) Zeigen Sie: |Z'(s)| =1, |7i(s)] =1, &’ - 77 = 0 und det(7i, &', é3) = 1.
(b) Zeigen Sie fiir ein beliebiges Vektorfeld B(z) mit Hilfe des Stokes’sches Satzes:

7{ ds(ﬁ.é)z/ dridrs (0 By + 09 Ba) .
OF F

Falls Sie eine Analogie zum Gauf’schen Satz schen, erkldren Sie diese!



Ubungsaufgaben zur Vorlesung
»Mathematische Rechenmethoden 2“ (SS 2011)

Dr. Frank Saueressig jorannes GUTENBERG
UNIVERSITAT MAINz

JGlu

Institut fiir Physik, THEP

Aufgabenblatt 07, Abgabe: Di, 14. 06. 2011

Aufgabe 1: Identitit fiir den Levi-Civita-Tensor (6 Punkte)
Zeigen Sie fiir alle 4, j, k,[,m € {1,2,3} die Identitét:
€ikiOjm + €iljOkm + €ijkOIm = €jkiOim -

Hinweis: Betrachten Sie sukzessive Fallunterscheidungen, i = m vs. i # m, usw.

Aufgabe 2: Der Gauf3’sche Satz (14 Punkte)

Der Satz von Gaufl lautet

/Vdv(ﬁff):/avdﬁﬁ‘, (1)

wobei V ein Volumen mit dem orientierten Rand 0V ist. Als erste Anwendung betrachten wir das
Vektorfeld A(Z) = [x1,x2, 3] und das Integrationsvolumen

V:{f|0§x3§3,x%+$%§9}
mit nach aulen gerichteten Normalvektor.
(a) Berechnen Sie die linke Seite von Gleichung (1) explizit.

(b) Berechnen Sie die rechte Seite von Gleichung (1) explizit und iiberpriifen Sie durch den Ver-
gleich mit dem Ergebnis aus (a) die Giiltigkeit des Gaufy’schen Satzes fiir diesen Spezialfall.

Als zweiten Fall betrachten wir das Vektorfeld A'(:E') = [23}1302 +x3, T3, —T1 — 3:U2] und das
Integrationsvolumen

V={Z|z1>0,22>0,23>0,2(x1+22)+23<6}
mit nach auen gerichtetem Normalvektor.
(¢) Berechnen Sie die linke Seite von Gleichung (1) explizit.
(d) Konstruieren Sie eine Parametrisierung des orientierten Dreiecks
{ZeoV|2(x +a2) +23=06}
und berechnen Sie die zugehorigen Tangential- sowie den Normalvektor.

(e) Berechnen Sie die rechte Seite von Gleichung (1) explizit und iiberpriifen Sie durch den Ver-
gleich mit dem Ergebnis aus (c¢) die Giiltigkeit des Gauf’schen Satzes fiir diesen Spezialfall.



Ubungsaufgaben zur Vorlesung ]G‘U
»,Mathematische Rechenmethoden 2“ (SS 2011)

Dr. Frank Saueressig sjonannes GUTENBERG

Institut fiir Physik, THEP UNIVERSITAT MAz

Aufgabenblatt 08, Abgabe: 20.06.2011

Aufgabe 1: Der Gauf3’sche Satz (12 Punkte)

Der Satz von Gauf3 lautet

/vdV (e.g):/(wds*.g, (1)

wobel V ein Volumen mit dem orientierten Rand 0V ist. Wir betrachten das Vektorfeld
/_f(a?) = [23:1 + 3x3, —x123 — T2, T3 + 23:3]

und ein Integrationsvolumen
V={#|lF-F0| <3}, Fo=| -1

mit nach aufen gerichtetem Normalvektor.

(a) Berechnen Sie die linke Seite von Gleichung (1) explizit.

(b) Berechnen Sie die rechte Seite von Gleichung (1) explizit und iiberpriifen Sie durch den Ver-
gleich mit dem Ergebnis aus (a) die Giiltigkeit des Gaufy’schen Satzes fiir diesen Spezialfall.

Aufgabe 2: Der erste Green’sche Satz (8 Punkte)

Der erste Satz von Green lautet
3 Vi . Vi pr— —_—
/v &Pz [(w) (Vv) + /,LAV] / dSp——. (2)

Dieser Satz findet seine Anwendung z.B. beim Nachweis der Eindeutigkeit von Losungen elek-
trostatischer Probleme. Betrachten Sie z.B. die Gleichung (A®)(Z) = —%p(f) fiir das elektro-
statische Potential ®(#) mit ¥ € V), wobei sowohl die Ladungsdichte p(Z) in V als auch der
Potentialwert V (Z) auf dem Rand 9V vorgegeben sind: ®(7) = V(&) fiir £ € 9V. Um nachzuwei-
sen, dass ®(Z) durch diese Information eindeutig festgelegt ist, nimmt man zunéchst an, es gébe
zwei unterschiedliche Losungen, ®; # @9, und leitet dann folgenden Widerspruch her:

(a) Betrachten Sie die Differenzfunktion w = ®; — @9 # 0. Zeigen Sie, dass w fiir alle ¥ € V die
Gleichung (Aw)(Z) = 0 und fiir alle ¥ € 9V die Gleichung w(Z) = 0 erfiillt.

S 2
(b) Leiten Sie aus (a) und Gleichung (2) mit der Wahl y = v = w ab: [,,d*x [(Vw)(i’)] =0,
und konstruieren Sie einen Widerspruch. Was schlieflen Sie hieraus?



Ubungsaufgaben zur Vorlesung ]G‘U
»Mathematische Rechenmethoden 2“ (SS 2011)

Dr. Frank Saueressig sjonannes GUTENBERG

Institut fiir Physik, THEP UNIVERSITAT MAINZ

Aufgabenblatt 09, Abgabe: 27.06.2011

Aufgabe 1: Eigenschaften der Deltafunktion (12 Punkte)

Die Deltafunktion d(x) ist dadurch definiert, dass sie in Integralen, in Kombination mit einer
beliebigen, geniigend glatten Funktion f(x), die folgende Wirkung hat

[e.e]
/ dz f(z)0(x — a) = f(a) (a € R).
Insbesondere gilt also [ dz f(x)d(z) = f(0). Die Deltafunktion ist damit keine Funktion im iibli-

chen Sinn, sondern eine verallgemeinerte Funktion oder Distribution.

(a) Zeigen Sie, dass die Folge g,(x) = \/ge*m2 im Limes n — oo zur Deltafunktion wird.

(b) Beweisen Sie unter Verwendung von Gleichung (1) die Eigenschaften

(i) 5(M)=ﬁ5<stﬁ0 und (%) 5(}1(9“")):2%

i
wobei angenommen wird, dass h(z) nur einfache Nullstellen z; hat und an diesen differen-

zierbar ist.

Die Verallgemeinerung der Deltafunktion auf beliebige Dimensionen d = 1,2, . .. ist gegeben durch

d
0 D(& —a)=6(z1 —ar) - ... 0(xa — aq) = [ [ 6(zn — an)

n=1
und erfiillt [, d?z f(Z) 6D (Z — @) = f(a).

(c) Beweisen Sie (fiir e > 0 und A # 0) die weiteren Eigenschaften

(i) / dzs Nz —a)=1, (i) 0DNE)=|\"%D(7).
{|7—a|<e}

(d) Zeigen Sie fiir eine nicht-singuldre Matrix A
- 1

S(AT+1b) = ma(m/x—lb).

Aufgabe 2: Elektrostatik (8 Punkte)

Bestimmen Sie das elektrische Potential ®(r) fiir die kugelsymmetrische Ladungsverteilung

b

p(r) = ¢

ar
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Aufgabe 1: Multipolentwicklung einer Ladungsverteilung (6 Punkte)

Bestimmen Sie die Gesamtladung, das Dipol- und Quadrupolmoment fiir einen diinnen, homogen
geladenen Stab (—a < x; < a) und einen homogen geladenen Kubus (—a < z; < a,i = 1,2, 3).
Geben Sie die Fernfeldnédhrung fiir die elektrischen Potentiale und elektrischen Felder der La-
dungsverteilungen bis zur dritten Ordnung in der Multipolentwicklung an.

Aufgabe 2: Biot-Savart-Gesetz der Magnetostatik (4 Punkte)
In der Coulomb-Eichung VA =0 ist das Vektorpotential A einer Stromdichte j durch das

Poissonintegral ff(a?') = d3z’ é(fx:),‘ bestimmt. Leiten Sie daraus das Biot-Savart-Gesetz

/

B(l’) = E\/dg.’ﬂl‘](l’,) X m

fiir das magnetische Feld ab.

Aufgabe 3: Ein- und zweidimensionale Elektrodynamik (10 Punkte)

Betrachten Sie zunichst die Maxwell-Gleichungen im Vakuum fiir ein dreidimensionales System,
dass translationsinvariant in den x- und xs3-Richtung und invariant unter Spiegelungen an der
x1-Achse ist: p = p(x1,t),] = j(x1,t)é1.

(a) Losen Sie die Maxwell-Gleichungen mit Hilfe eines Ansatzes der Form E(Z,t) = E(x1,t)é1,

—

B(#,t) = 0. Bestimmen Sie die Stromdichte j(z1,t) in Abhéngigkeit der Ladungsdichte
p(ajh t) :
Betrachten Sie nun das analoge Problem eines Systems, das translationsinvariant in zs-Richtung
und invariant unter Spiegelungen an der (x1,z2)-Ebene ist: p = p(Z),1), j= J(@,t)ér +
J2(&)|, t)é2, wobei #)| = (71, 22). Wir machen nun einen Ansatz der Form ® = &(&),t) fiir das
skalare Potential und A = A1 (T, t)er + Aa(Z), t)éy fiir das Vektorpotential in Coulomb-Eichung
V-A=o0.
(b) Zeigen Sie, dass das elektrische Potential durch das 2-dimensionale Poissonintegral

- 1 2 = S
O(7),t) = e /d x'p(a:ﬁ,t) In(|) — a:|'||)

gegeben ist. Hinweis: Der Beweis analog zur Vorlesung verwendet den Stokeschen Satz in
der Ebene (Ubungsblatt 6).

(¢) In welche Richtung zeigt das Magnetfeld? Ist der Ansatz fiir A kompatibel mit der Trans-
lationsinvarianz?
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Aufgabe 1: Die eindimensionale Wellengleichung (6 Punkte)

Die Amplitude &(z,t) der longitudinalen Schwingungen eines Metallstabs mit Linge L erfiillt fiir

P& (2,8) = 28 (x,1).

kleine Auslenkungen die eindimensionale Wellengleichung 5 =252

(a) Konstruieren Sie die allgemeine Losung der Gleichung mit Hilfe eines Separationsansatzes.

(b) Finden Sie die Losung der Wellengleichung fiir den Spezialfall, dass das eine Ende des Stabs
bei x = 0 fest eingespannt ist, wihrend das andere Ende bei x = L frei schwingen kann.
D.h. die Schwingung unterliegt den Randbedingungen £{(z = 0,¢) = 0 und %(1‘ =L,t)=0.

Aufgabe 2: Die zweidimensionale Membran (6 Punkte)

Die Schwingungen einer ebenen Membran mit eingespanntem Rand erfiillen die zweidimensionale
Wellengleichung A®(Z,t) = C%‘?;T;I)(f, t) mit ®(Z,t) = 0 auf dem Rand. Zeigen Sie: Die Eigenmo-
den der Schwingung einer kreisféormigen Membran mit Radius rg sind in ebenen Polarkoordinaten
(r,p) gegeben durch

D(r,p,t) = a Jy(pr) sin(me + () sin(ept + )
mit m = 0,1,2,.... Dabei sind die Bessel-Funktionen .J,,,(z) eine Losung der Differentialgleichung
I +Ld+ (1 - T—;) Jm = 0. Der Wert p wird durch die Randbedingung J,,, (pro) = 0 festgelegt.

Aufgabe 3: Die eindimensionale Diffusionsgleichung (8 Punkte)
Die Diffusionsgleichung in einer Raumrichtung lautet %(az, t) = D‘g%}(a:, t), wobei D die Diffusi-
onskonstante des Prozesses ist.

(a) Zeigen Sie, dass fiir t > 0

(z—wq)?

no(x,t) = (4rDt)~Y? ¢~ —apt

eine spezielle Losung der Diffusionsgleichung ist.

(b) Zeigen Sie weiter, dass no(x,t) fiir ¢ — 0 eine Darstellung der Diracschen Delta-Funktion
liefert:
lim ng(x,t) = §(z — x9) .
t—0

(¢) Konstruieren Sie aus den Ergebnissen (a) und (b) eine Integraldarstellung der Lésung der
Diffusionsgleichung fiir eine zum Zeitpunkt ¢ = 0 vorgegebene Teilchendichte p(xg) =
n(xo,t = 0). Priifen Sie deren Giiltigkeit explizit.
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