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1. (10 P.) Funktionalmatrix und Funktionaldeterminante

In der Vorlesung wurden für allgemeine Funktionen f : Rm → Rn mit
f(a) = (f1(a), . . . , fn(a)) ∈ Rn und a = (a1, . . . , am) ∈ Rm die Funktionalmatrix ∂f

∂a

und die Funktional- oder Jacobi-Determinante Jf (a) ≡ det
(
∂f
∂a

)
eingeführt.

(a) Betrachten Sie die Funktion f : R2 → R2 mit f(a) ≡ (a2
1 cos(a2), a1 sin(a2)) und

berechnen Sie ∂f
∂a

und Jf (a). Bestimmen Sie die Bilder der Geraden a1 = a10 und
a2 = a20, wobei a10 und a20 vorgegebene reelle Konstanten sind, unter f .

(b) Betrachten Sie die Funktion f : R3 → R3 mit
f(a) ≡

(
a1a2 cos(a3), a1a2 sin(a3), 1

2
(a2

2 − a2
1)
)

und berechnen Sie ∂f
∂a

und Jf (a).
Bestimmen Sie die Bilder der Ebenen a1 = a10, a2 = a20 und a3 = a30, wobei ai0
mit i = 1, 2, 3 eine reelle Konstante ist, unter f .

2. (10 P.) Das Druckfeld auf einer Landkarte

Betrachten Sie die Funktion p : R2 → R, p(x1, x2) ≡ p0 − p1R2

x2
1+3x2

2+R2 , die den atmos-

phärischen Druck mit einer Depression am Ursprung beschreibt. Die Parameter p0, p1

und R sind positive Konstanten mit p0 > p1.

(a) Rechnen Sie den Gradienten ∇p(x) von p(x).

(b) Rechnen Sie die Hess’sche Matrix ∂2p(x)
∂xi∂xj

.

(c) Geben Sie die Taylor Entwicklung von p(x) am Ursprung bis zum quadratischen
Term an.

(d) Beschreiben Sie die isobaren Kurven, d.h. die Kurven, entlang denen der Druck
p = p̄ konstant bleibt.

(e) Parametrisieren Sie die isobaren Kurven als eine Funktion fp̄(t), t ∈ R, und rechnen
Sie den Tangentialvektor df

dt
. Verifizieren Sie, dass ∇p(fp̄(t)) · df

dt
(t) = 0 ∀t.


