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1. (9 P.) Der Laplace Operator

(a) (1 P.) Beweisen Sie folgende Identität: 4(λµ) = λ4µ+ µ4λ+ 2∇λ · ∇µ.
(b) (3 P.) Sei f(x) = rν , r(x) = (x21 + x22 + x3)

1/2, ν ∈ R.
Zeigen Sie, dass 4f(x) = ν(ν + 1)rν−2, r 6= 0.
Folgern Sie, dass 4 1

r(x)
= 0, r 6= 0.

(c) (3 P.) Betrachten Sie nun f(x) = ρν , ρ = (x21 + x22)
1/2.

Zeigen Sie, dass 4ρν = ν2ρν−2.

(d) (2 P.) Zeigen Sie, dass 4 log ρ(x) = 0, ρ 6= 0.
Hinweis: log u = limν→0

uν−1
ν

.

2. (6 P.) Die Fläche eines Kegels

Betrachten Sie einen geraden Kreiskegel der Höhe h mit einem Basiskreis des Radius R.

(a) Berechnen Sie die Seitenfläche des Kegels mit Hilfe der in der Vorlesung behandelten
Methode für Flächen der Form x(u) = (u1, u2, z(u1, u2)).

(b) Betrachten Sie den Kegel als Rotationskörper und berechnen Sie seine Mantelfläche
mit Hilfe der ersten Guldin’schen Regel.

3. (5 P.) Fläche eines Torus

Betrachten Sie den Torus, der sich durch Drehung des Kreises{
x | (x1 − a)2 + (x3)

2 = R2 , x2 = 0
}

um die ê3-Achse ergibt (mit a > R > 0). Parametrisieren Sie den Torus durch

x(u) =

 ρ(u2) cos(u1)
ρ(u2) sin(u1)
R sin(u2)

 , ρ(u2) = a+R cos(u2) , u ∈ [0, 2π]2 ≡ R .

(a) Berechnen Sie mit dieser Parametrisierung |t1 × t2| mit ti ≡ ∂x
∂ui

(i = 1, 2).

(b) Berechnen Sie aus (a) die Fläche |F| =
∫
R du |t1 × t2| des Torus.


