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1. (12 P.) Die Deltafunktion

(c)
(d)

Die Deltafunktion §(z) ist dadurch definiert, dass sie in Integralen, in Kombination
mit einer beliebigen, jedoch geniigend glatten Funktion f(x), die folgende Wirkung
hat: -
/ dz f(x) d(x —a) = f(a) (a e R).

Insbesondere gilt also [ dx f(z) 6(x) = f(0). Die ,,Deltafunktion® ist keine Funktion
im {iblichen Sinne, sondern eine wverallgemeinerte Funktion oder Distribution. Sie
kann im Limes n — oo aus der Funktionenfolge A, (x) erhalten werden, wobei
An(z) = n fir [z| < 55 und A, (z) = 0 fiir |2| > 5 gilt.

Zeigen Sie, dass man die Deltafunktion allgemein im Limes ¢ — 0 der Funktion
f(z) = Lf(z/e), wobei [*° dzf(x) = 1. Beispiele dafiir sind f(z) = 115 und

w1+
fla) = Jre ™.
Beweisen Sie die Eigenschaften: (i) d(Ax) = ﬁé(:c) und (ii) o(f(x)) = >, (TS‘Q’C(—;T;I)’
wobei angenommen wird, dass f(z) nur einfache Nullstellen x; hat und an diesen
jeweils differenzierbar ist.

Die Verallgemeinerung der Deltafunktion auf beliebige d Dimensionen ist:

dD(x—a)=0(x;—ar)...0(zqg— ag) = Hé(xg — ay)

=1
und hat die Eigenschaft [, dz f(x) 0)(x — a) = f(a) .
Beweisen Sie die Eigenschaft 6@ (\zx) = |A|7¢ 5@ (x).

Geben Sie die dreidimensionale Deltafunktion in Kugel- und Polarkoordinaten an.

2. (8 P.) Greensche Funktion des Laplace-Operators

Zeigen Sie unter Verwendung der Definition der d-Funktion und des Gauflschen Inte-
gralsatzes, dafl ®(x) = #m die Gleichung —A®(x) = §®(x) erfiillt. Hinweis: verwen-
de den GauBlschen Integralsatz fiir das Vektorfeld E = —V®, welches die Gleichung
V- E = 69(x) erfiillt, sowie die Kugelsymmetrie der Aufgabe.



