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1. (12 P.) Eigenschaft der harmonischen Funktionen
Sei f eine harmonische Funktion in einem Gebiet D von R3. Dies bedeutet, dass f € C?(D,R)
zweimal stetig differenzierbar ist und A f = 0. Hier soll die Eigenschaft bewiesen werden, dass
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wenn B(a,R) C D. Hier ist S(a; R) die am Punkt a zentrierte Kugel von Radius R und
B(a, R) der entsprechende Ball. Diese Eigenschaft besagt, dass der Mittelwert einer harmoni-
schen Funktion auf einer Kugel (gegeben durch ein skalares Flichenintegral) gleich ihrem Wert
am Zentrum der Kugel ist.

(a) (3 P.) Es geniigt, die Eigenschaft fiir @ am Ursprung zu beweisen. Benutzen Sie den zwei-
ten Greenschen Satz [y, dS - (fVg—gVf) = [, &z (fAg — gAf) mit g(z) = —ﬁ und
Q= {x | e < |x|] < R}, um zu zeigen, dass
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(b) (2 P.) Zeigen Sie, ausgehend vom ersten Greenschen Satz
Joo hVf - dS = [, &z (hAf + Vh - V), dass fiir eine harmonische Funktion f die
Eigenschaft [, dS -V f =0 gilt (Hinweis: setzen Sie h = 1). Folgern Sie, dass das rechte
Glied der Gl. (2) verschwindet.

(c) (4 P.) Schlieen Sie aus den ersten zwei Teilaufgaben, dass
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(d) (3 P.) Nehmen Sie nun den Limes ¢ — 0 des letzten Ausdrucks, um den Beweis abzu-

schlieflen.

2. (8 P.) Elektrostatisches Feld eines Dipols

Zwei Ladungen, +q und —q, befinden sich an den Punkten mit kartesischen Koordinaten
x4y = (0,0,a) und x_ = (0,0, —a). Man nennt d = 2aqges das elektrische Dipolmoment.

(a) (2 P.) Indem Sie das Coulomb Gesetz und das Superpositionsprinzip verwenden, bestim-
men Sie das von den zwei Ladungen erzeugte elektrische Feld E in der zy Ebene in einer
Distanz r vom Ursprung. Wir nehmen an, dass r > 2a.

(b) (3 P.) Betrachten Sie nun einen allgemeinen Punkt P un berechnen Sie das elektrostatische
Potential ®(x) am Punkt x, der durch die Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) parametrisiert wird.
Geben Sie eine Anniherung fiir » > 2a an, indem Sie | — x| — | — x_| ~ 2acos0,
|x—x| |x—x_| ~ r? verwenden. Berechnen Sie das entsprechende elektrische Feld E(zx).

(c) (3 P.) Mit welcher Potenz von r fillt E(x) bei grofilen Abstdnden ab? Skizzieren Sie das
elektrische Feld sowie ein paar equipotenzialen Ebenen (®(x) = konstant).



