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Aufgabe 15. Gegeneinander bewegte Bezugssysteme (13 Punkte)

Ein Bademeister steht im Abstand a vom (geradlinigen) Ufer eines Fluss-Schwimmbades. Die
Flieigeschwindigkeit des Wassers ist vp. Plotzlich bemerkt er, dass ein Kind im Abstand b vom
Ufer und eine Strecke g flussabwérts von einer Luftmatratze fillt und abgetrieben wird. Auf
welchem Weg erreicht er das Kind am schnellsten, wenn er mit der Geschwindigkeit v; rennen
und mit der Geschwindigkeit vy schwimmen kann? Wie lange braucht er?

(a) Wie sieht der schnellste Weg unter der Bedingung aus, dass der Bademeister eine Strecke s
flussabwiirts in das Wasser steigt? Geben Sie die vom Bademeister benétigte Zeit T'(s) an.

(b) Geben Sie die allgemeine Bestimmungsgleichung fiir die optimale Wahl von s im generischen
Fall (a > 0, b > 0) an. Ist die Losung eindeutig?

(c) Vereinfachen und l6sen Sie die Bestimmungsgleichung aus b) fiir den Fall, dass der Ba-
demeister schon am Ufer steht (¢ = 0). Sind fiir die Bestimmung des schnellsten Weges
Fallunterscheidungen nétig?

(d) Vereinfachen Sie die Bestimmungsgleichungen fiir den Grenzfall verschwindender Flieige-
schwindigkeit vy = 0. Geben Sie die Losung fiir yp < a, yo < b an und bestimmen Sie fiir
diesen Fall auch das Verhiltnis tan(y;)/tan(¢2), wobei 1 und @2 die Winkel der Bahn
zur Normalen des Ufers auf Land- bzw. Wasserseite sind.

Aufgabe 16. Transformationen unter Drehungen (7 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass fiir beliebige Drehungen R(c) gilt (Einsteinsche Summenkonvention):

Eijk R RjmBRin = €tmn, 0ij RuRjm = oim

wobei R;; das (il)-Element der Drehmatrix R(a) darstellt.

(b) Beweisen Sie, vorzugsweise mit Hilfe der Grile €5, die Rechenregel
[R(a) 'a] x [R(a)'b] = R(a) ' (ax b) ,

die fiir beliebige Drehungen R(c) und beliebige Vektoren a,b € R? gilt.
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1. (9 P.) Der Laplace Operator
(a) (1 P.) Beweisen Sie folgende Identitéat: A(Ap) = AAp + pAX+2VA - V.
(b)

1
b) (3 P.) Sei f(x) =17, r(z) = (22 + 22+ 23)/%, v € R.
Zeigen Sie, dass Af(x) =v(v + 1)r*=2, r#0.
Folgern Sie, dass Aﬁ =0, r#0.

(¢) (3 P.) Betrachten Sie nun f(zx) = p¥, p = (23 + 22)1/2.
Zeigen Sie, dass Ap” = v2p"~2,
(d) (2 P.) Zeigen Sie, dass Alogp(x) =0, p#0.

. . . U_
Hinweis: logu = lim,_,q “Tl

2. (6 P.) Die Fliche eines Kegels
Betrachten Sie einen geraden Kreiskegel der Hohe h mit einem Basiskreis des Radius R.

(a) Berechnen Sie die Seitenflache des Kegels mit Hilfe der in der Vorlesung behandelten
Methode fiir Flachen der Form @x(u) = (uq, ua, 2(u1, u2)).

(b) Betrachten Sie den Kegel als Rotationskorper und berechnen Sie seine Mantelfldche
mit Hilfe der ersten Guldin’schen Regel.

3. (5 P.) Fliche eines Torus

Betrachten Sie den Torus, der sich durch Drehung des Kreises
{|(z1 —a)’ + (23)> = R*, 2, =0}
um die é3-Achse ergibt (mit a > R > 0). Parametrisieren Sie den Torus durch

() cos(ur)
z(u) = plus)sin(uy) , plug) =a+ Rcos(up) , uwe€l0,2r)*=R.
Rsin(us)
(a) Berechnen Sie mit dieser Parametrisierung |t; x to| mit t; = % (i=1,2).

(b) Berechnen Sie aus (a) die Fliche |F| = [, du [t; X t5| des Torus.



