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Aufgabe 22. Geschlossene und nicht-geschlossene Bahnen (7 Punkte)

Nehmen wir an, zwei Punktteilchen der Massen mj bzw. mo iiben eine anziehende Kraft auf-
einander aus, die das dritte Newton’sche Gesetz erfiillt und aus dem Zweiteilchenpotential
V(z) = —% - % (mit A > 0 und B > 0) hergeleitet werden kann. Betrachten Sie nun das
effektive Einteilchenproblem fiir den Relativvektor x(t) der beiden Punktmassen im Schwer-

punktsystem.

(a) Zeigen Sie, dass fiir L?/u > B der Winkel zwischen den beiden Vektoren, die das Attrak-
tionszentrum x = 0 mit dem Perizentrum bzw. dem Apozentrum der Bahn verbinden,

durch

ASO = L )
-
gegeben ist, wobei p die reduzierte Masse und L den Betrag des Gesamtdrehimpulses dar-
stellt.

(b) Ist die Bahn im Allgemeinen geschlossen? Falls nein: Ist sie jemals geschlossen?

Aufgabe 23. Beispiel eines exakt l6sbaren Dreiteilchenproblems (13 Punkte)

Das allgemeine Problem der Dynamik dreier Punktteilchen mit den Massen my, mso und mg, die
einander mittels ihrer Gravitationskriifte gegenseitig anziehen, ist nicht allgemein l6sbar. Ein
exakt losbarer Spezialfall ist jedoch die Bewegung dreier gleicher Massen (m; = mg = ms = m),
die zu jedem Zeitpunkt ein gleichseitiges Dreieck in einer (in irgendeinem Inertialsystem festen)
Ebene bilden. Zu jeder Zeit ¢ sind die (i. A. zeitabhéingigen) Absténde der drei Teilchen zu ihrem
gemeinsamen Schwerpunkt also gleich; wir bezeichnen diese drei gleichen Absténde als z(t).

(a) Stellt die Annahme, dass die Bewegung in einer festen Ebene stattfindet, eine zusétzliche
Einschrankung dar?

0.B.d.A. konnen wir annehmen, dass die Bewegung in der €;-€s-Ebene stattfindet und dass
die Koordinaten von Teilchen 1 im Schwerpunktsystem durch x(t) = x(t)(cos[p(t)], sin[¢()],0)
gegeben sind. Wir bestimmen nun die Bewegungsgleichung fiir x(¢).

(b) Zeigen Sie, dass Teilchen 2 und 3 sich in x4 und x_ befinden mit:

—sin(yp)
Xy = i%\/ng_ — %x , xp =x| cos(p)
0
(¢) Zeigen Sie fiir die Bewegungsgleichung von Teilchen 1:
. Gm(xy—x) Gm(x_-—x) 1 Gmx
|xy —x[3 Ix_ —x[3 V323

(d) Erkldaren Sie die Beziehung zwischen dem hier betrachteten exakt losbaren 3-Teilchen-
Problem und dem Kepler-Problem und geben Sie die (3-Teilchen)-Lésungen an.

(e) Ist die Dynamik stabil (im Vergleich zum 2-Teilchen-System)?
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1. (12 P.) Die Deltafunktion

(c)
(d)

Die Deltafunktion §(z) ist dadurch definiert, dass sie in Integralen, in Kombination
mit einer beliebigen, jedoch geniigend glatten Funktion f(x), die folgende Wirkung
hat: -
/ dz f(x) d(z —a) = f(a) (a e R).

Insbesondere gilt also [ dx f(z) 6(x) = f(0). Die ,,Deltafunktion® ist keine Funktion
im {iblichen Sinne, sondern eine wverallgemeinerte Funktion oder Distribution. Sie
kann im Limes n — oo aus der Funktionenfolge A, (x) erhalten werden, wobei
An(z) = n fir [z] < 55 und A, (z) = 0 fiir |2| > 5 gilt.

Zeigen Sie, dass man die Deltafunktion allgemein im Limes ¢ — 0 der Funktion
f(z) = Lf(z/e), wobei [*° dazf(x) = 1. Beispiele dafiir sind f(z) = 115 und

w1+
fla) = Jre ™.
Beweisen Sie die Eigenschaften: (i) d(Ax) = ﬁé(:c) und (ii) o(f(x)) = >, (TS‘Q’C(—;T;I)’
wobei angenommen wird, dass f(z) nur einfache Nullstellen x; hat und an diesen
jeweils differenzierbar ist.

Die Verallgemeinerung der Deltafunktion auf beliebige d Dimensionen ist:

dDx—a)=0(x;—ar)...0(zqg— ag) = Hé(xg — ay)

=1
und hat die Eigenschaft [, dz f(x) 0)(x — a) = f(a) .
Beweisen Sie die Eigenschaft 6@ (\zx) = |A|7¢ 5@ (z).

Geben Sie die dreidimensionale Deltafunktion in Kugel- und Polarkoordinaten an.

2. (8 P.) Greensche Funktion des Laplace-Operators

Zeigen Sie unter Verwendung der Definition der d-Funktion und des Gauflschen Inte-
gralsatzes, dafl ®(x) = #m die Gleichung —A®(x) = §®(x) erfiillt. Hinweis: verwen-
de den GauBlschen Integralsatz fiir das Vektorfeld E = —V®, welches die Gleichung
V- E = 6 (x) erfiillt, sowie die Kugelsymmetrie der Aufgabe.



