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Aufgabe 24. Korrekturen zur Kepler’schen Bewegungsgleichung (5 Punkte)

FinschlieBlich der Korrekturen aufgrund der allgemeinen Relativitdtstheorie wird die Kepler-
Bahn durch die folgende Differentialgleichung bestimmt:
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Zeigen Sie, dass diese im Formalismus der nichtrelativistischen Newton’schen Mechanik aus
2 N\ 2
einem Potential V() = — 4[] 4 f(2)] hergeleitet werden kann, wobei f(z) = ( L ) = <%>
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gilt. Wie erreicht man aus dieser Formel den nichtrelativistischen Limes?

Aufgabe 25. Kreisbahnen der anderen Art (10 Punkte)

Wir betrachten die Relativbewegung eines Zweiteilchenproblems, fiir die bekanntlich (in der
iiblichen Polardarstellung) ¢ = ﬁ und i? = % [E(S) — Vi(z)] gilt. Das im effektiven Potential
Vi(x) enthaltene Zweiteilchenpotential V' (x) ist hierbei zunéichst beliebig. Man kann sich fragen,
ob es neben den in der Vorlesung behandelten Kreisbahnen, bei denen sich das Anziehungs-
zentrum x = 0 im Mittelpunkt des Kreises befindet, auch mogliche kreisféormige Bahnen gibt,
wobei x = 0 auf dem Kreisrand liegt. Zeigen Sie, dass diese Kreisbahnen der anderen Art nur
fiir Zweiteilchenpotentiale der Form V (z) = —Vpx~* mit Vj > 0 auftreten, und bestimmen Sie
den entsprechenden Wert der Gesamtenergie E(®) und den Radius der Kreisbahn als Funktion
von Vp und eventuell anderen Parametern im Problem.

Hinweis: Suchen Sie zunéchst eine Parametrisierung der Bahn in der Form z;(t) = R[l +
cos(a)], z2(t) = Rsin(«). Berechnen Sie (2%)2 dann auf zwei verschiedene Weisen.

Aufgabe 26. Die Lorentz-Kraft (5 Punkte)

Betrachten Sie einen nicht-relativistischen geladenen Massenpunkt (Masse m, Ladung ¢) in
einem zeitunabhéngigen elektromagnetischen Feld E = ex962 und B = Bé;. Losen Sie die
Lorentz’sche Bewegungsgleichung fiir ge/m < 0 und beliebige Anfangsbedingungen.

Fragestunde am Freitag, dem 29.06.2012:
Bitte senden Sie Fragen zur Vorlesung bis zum Donnerstag, dem 28.06.2012, 12°0 Uhr an Frau
Dr. E. Gorelik (gorelike@uni-mainz.de) und Herrn Prof. N. Bliimer (nbluemer@uni-mainz.de).
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1. (12 P.) Eigenschaft der harmonischen Funktionen
Sei f eine harmonische Funktion in einem Gebiet D von R3. Dies bedeutet, dass f € C?(D,R)
zweimal stetig differenzierbar ist und A f = 0. Hier soll die Eigenschaft bewiesen werden, dass
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wenn B(a,R) C D. Hier ist S(a; R) die am Punkt a zentrierte Kugel von Radius R und
B(a, R) der entsprechende Ball. Diese Eigenschaft besagt, dass der Mittelwert einer harmoni-
schen Funktion auf einer Kugel (gegeben durch ein skalares Flichenintegral) gleich ihrem Wert
am Zentrum der Kugel ist.

(a) (3 P.) Es geniigt, die Eigenschaft fiir @ am Ursprung zu beweisen. Benutzen Sie den zwei-
ten Greenschen Satz [y, dS - (fVg—gVf) = [, &z (fAg — gAf) mit g(z) = —ﬁ und
Q= {x | e < |z|] < R}, um zu zeigen, dass
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(b) (2 P.) Zeigen Sie, ausgehend vom ersten Greenschen Satz
Joo WV f - dS = [ d®x (hAf + Vh - V), dass fiir eine harmonische Funktion f die
Eigenschaft [, dS -V f =0 gilt (Hinweis: setzen Sie h = 1). Folgern Sie, dass das rechte
Glied der Gl. (2) verschwindet.

(c) (4 P.) Schlieen Sie aus den ersten zwei Teilaufgaben, dass
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(d) (3 P.) Nehmen Sie nun den Limes ¢ — 0 des letzten Ausdrucks, um den Beweis abzu-

schlieflen.

2. (8 P.) Elektrostatisches Feld eines Dipols

Zwei Ladungen, +q und —q, befinden sich an den Punkten mit kartesischen Koordinaten
x4y = (0,0,a) und x_ = (0,0, —a). Man nennt d = 2aqges das elektrische Dipolmoment.

(a) (2 P.) Indem Sie das Coulomb Gesetz und das Superpositionsprinzip verwenden, bestim-
men Sie das von den zwei Ladungen erzeugte elektrische Feld E in der zy Ebene in einer
Distanz r vom Ursprung. Wir nehmen an, dass r > 2a.

(b) (3 P.) Betrachten Sie nun einen allgemeinen Punkt P un berechnen Sie das elektrostatische
Potential ®(x) am Punkt x, der durch die Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) parametrisiert wird.
Geben Sie eine Anniherung fiir » > 2a an, indem Sie | — x| — | — x_| ~ 2acosb,
|z —x| |x—x_| ~ r? verwenden. Berechnen Sie das entsprechende elektrische Feld E(zx).

(c) (3 P.) Mit welcher Potenz von r fillt E(x) bei grofilen Abstdnden ab? Skizzieren Sie das
elektrische Feld sowie ein paar equipotenzialen Ebenen (®(x) = konstant).



