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Aufgabe 21. Das schwingende Dreieck (8 Punkte + 3 Bonuspunkte)

Wir betrachten drei Massenpunkte (jeweils der Masse m) in der x1 − x2-Ebene, die durch drei
ideale Federn (jeweils mit der Ruhelänge ℓ und der Federkonstanten mω2

0) miteinander verbun-
den sind. Die Bewegung des k-ten Massenpunkts (k = 1, 2, 3) ist insofern eingeschränkt, als er
sich nur entlang der Halbachse λâk mit λ ≥ 0 und
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bewegen kann; diese Bewegung erfolgt reibungslos. Wir bezeichnen die kartesischen Koordinaten
des k-ten Teilchens in der x1 − x2-Ebene als xk(t) = (xk1(t), xk2(t)).

(a) Zeigen Sie, dass x
(0)
k = ℓ

√

3
âk (k = 1, 2, 3) eine mögliche Gleichgewichtslage der Teilchen

darstellt.

Wir führen nun verallgemeinerte Koordinaten (q1, q2, q3) ≡ q mittels xk(t) ≡ x
(0)
k [1 + qk(t)] ein

und entwickeln den Zustand {xk(t)} um diese Gleichgewichtslage.

(b) Zeigen Sie für k 6= l: |xk − xl| = ℓ
[

1 + 1
2(qk + ql) + O(|q|2)

]

.

(c) Zeigen Sie, dass in der Näherung für kleine Schwingungen um die Gleichgewichtslage für
die Lagrange-Funktion gilt:
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.

(d) Geben Sie für den Fall kleiner Schwingungen die Lagrange-Gleichungen an.

(e) Bonuspunkte: Bestimmen Sie die Normalschwingungen und Eigenfrequenzen des Systems
durch Bildung geeigneter Linearkombinationen der Lagrange-Gleichungen. Skizzieren Sie
die Normalschwingungen.

Aufgabe 22. Legendre-Transformation (6 Punkte + 3 Bonuspunkte)

Bestimmen Sie die Legendre-Transformierte G(v) der nachfolgenden Funktionen F (u); skizzieren
Sie jeweils F (u) und G(v); geben Sie stets an, auf welchem Intervall der reellen Achse G(v)
definiert ist:

1. F (u) = cosh(u) , u ∈ R .

2. F (u) = |u| + 1
2u2 , u ∈ R .

3. F (u) = − ln(1 − u2) , −1 < u < 1 .

Führen Sie in den Fällen 1-2 auch die Rücktransformation durch und berechnen Sie im Fall 3
die Asymptotik von G(v) für v → 0. Hinweis: Allgemeiner als in der Vorlesung behandelt lässt
sich strikte Konvexität auch für nicht stetig differenzierbare Funktionen F (u) durch folgende
Bedingung definieren: F (λu1 + (1 − λu2)) < λF (u1) + (1 − λ)F (u2) für 0 < λ < 1.



Aufgabe 23. Der Drehimpuls (6 Punkte)

Betrachten Sie ein Teilchen der Masse m mit den kartesischen Koordinaten x = (x1, x2, x3)
relativ zu einem Inertialsystem. Das Teilchen befindet sich in einem sphärisch symmetrischen
Potential V (x), wobei x ≡ |x| definiert wird. Es wird nun eine Transformation auf sphärische
Koordinaten (x, ϑ, ϕ) durchgeführt.

(a) Geben Sie die Lagrange-Funktion L(x, ϑ, ϕ, ẋ, ϑ̇, ϕ̇) des Teilchens und die entsprechenden
verallgemeinerten Impulse an.

(b) Geben Sie die Hamilton-Funktion H des Teilchens als Funktion von (x, ϑ, ϕ) und den zu
(x, ϑ, ϕ) konjugierten Impulsen (px, pϑ, pϕ) an. Benutzen Sie dabei den allgemeinen Zusam-
menhang (siehe 14. Vorlesung):

H(q,p, t) = q̇(q,p, t) · p − L(q, q̇(q,p, t), t).

Aus der Newton’schen Mechanik wissen wir bereits, dass der Drehimpuls L des Teilchens und
daher auch L2 erhalten sind und deshalb eine zentrale Rolle bei der Beschreibung der Dynamik
des Teilchens spielen.

(c) Bestimmen Sie L und L2 als Funktion von (x, ϑ, ϕ) und (px, pϑ, pϕ).

(d) Bestimmen Sie H als Funktion der Variablen x, px und L2.


