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Aufgabe 26. Energieerhaltung? (6 Punkte)

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass das Jacobi-Integral und die Hamilton-Funktion erhalten
sind und die Energie des Systems darstellen, falls % = —%—if = 0 gilt und die eventuellen
Zwangsbedingungen nicht explizit von der Zeitvariablen abhéngen.

Zur Tllustration betrachten wir einen Massenpunkt (Masse m), der reibungslos entlang des Kreis-
randes {x| |X(t) — x| = [} gleiten kann, wobei X(¢) und ! den Mittelpunkt und den Radius des
Kreises darstellen. Der Kreis soll sich in der €; — és-Ebene bewegen, so dass X = X &1 + Xq2€9
und x = x1€; + 226y gilt; die Bewegung X(¢) wird vorgegeben. Man kann die Bewegung
des Massenpunkts also mit Hilfe einer einzelnen verallgemeinerten Koordinate ¢ beschreiben:

x(p,t) = X(t) + l[cos(p)é1 + sin(yp)éa].

(a) Geben Sie einen expliziten Ausdruck fiir die Energie £ des Massenpunkts an.

(b) Wihlen Sie nun L(p, ¢,t) = $mx? mit x = %x(ap,t), und leiten Sie aus dieser Lagrange-

Funktion Ausdriicke fiir den verallgemeinerten Impuls und die Hamilton-Funktion ab.

(c) Wie muss man X(t) wihlen, damit die Hamilton-Funktion fiir alle moglichen physikalischen
Bahnen erhalten ist? Ist dann auch die Energie erhalten? Falls nein: Erklédren Sie dies. Falls
ja: Hitten Sie dies auch aufgrund allgemeiner Uberlegungen vorhersehen kénnen?

Aufgabe 27. Der schwingende Kreis (11 Punkte)

Wir betrachten vier Massenpunkte (1. und 3. Massenpunkte
der Masse m, 2. und 4. Massenpunkte der Masse M) in der
x1 — xo-Ebene, die sich auf dem sterren Kreis mit dem Radius
R reibungslos bewegen kénnen. Die Massen sind entlang den
Kreisumfang durch vier ideale Federn mit der Federkonstan-
ten k miteinander verbunden. In der Gleichgewichtslage des
Systems sind die Léangen aller Federn gleich.

(a) Geben Sie fiir den Fall kleiner Auslenkungen von der Gleichgewichtslage die Lagrange-
Funktion des Systems und die entsprechende Lagrange-Gleichungen an.

(b) Bestimmen Sie aus dem Ansatz q\*)(t) = q(()” ) sin(wt) die Normalschwingungen und Eigen-

frequenzen des Systems. Ist die Gleichgewichtslage des Systems stabil?

(c) Skizzieren Sie die Normalschwingungen.

(d) Bestimmen Sie geméf der Vorlesung die Matrix B’ (fiir die §” = —B'q” gilt) und zeigen
Sie, dass qf = (1,\/M/m,1,/M/m) ein Eigenvektor von B’ ist. Welchem Eigenvektor
des ursprunglichen Problems entspricht q(? Geben Sie explizit die Zeitabhingigkeit der
entsprechenden Bewegungung des Systems an.

Aufgabe 28. Poisson-Klammern des Drehimpulses (3 Punkte)

Betrachten Sie ein einzelnes Teilchen der Masse m im Phasenraum {(x,p)}, wobei x die karte-
sischen Koordinaten des Teilchens relativ zu einem Inertialsystem darstellt und p der entspre-
chende (kinetische) Impuls ist. Der (kinetische) Drehimpuls ist somit durch L = x X p definiert.
Berechnen Sie die Poisson-Klammern {L;, % }xp, {1Li, j}x.ps 1Lis Lj}xp und {L?, L;}x p. Was
fallt Thnen bei den ersten drei Klammern auf?



