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Aufgabe 7. Die Energie als Erhaltungsgrofie (3 Punkte)

Wir wissen bereits, dass die Grofle x - g—i — L die Energie der physikalischen Bahn eines Teilchens
darstellt, falls die Lagrange-Funktion die Form L(x,%) = T'(X) — V(x) hat. In dieser Aufgabe
betrachten wir allgemein eine Lagrange-Funktion L(x,x%), die zwar nach wie vor nicht explizit
von der Zeitvariablen abhéngt, aber nicht unbedingt die einfache Form L = T'(x) — V(x) haben
muss.

(a) Zeigen Sie, dass fiir eine solche Lagrange-Funktion die ,Energie® - ‘g—i — L der physikalischen
Bahn immer eine Erhaltungsgrofie ist.

N
(b) Zeigen Sie analog, dass die ,Energie“ > x; - % — L der physikalischen Bahn eines N-
i=1 ‘
Teilchen-Systems eine Erhaltungsgrofe ist, falls die Lagrange-Funktion L({x;},{x;}) nicht
explizit von der Zeitvariablen abhéngt.

Aufgabe 8. Modifiziertes Hamilton-Prinzip (6 Punkte)

Betrachten Sie ein modifiziertes Hamilton’sches Prinzip, das besagt, dass die physikalische Bahn
eines Teilchens das Wirkungsfunktional

to
Sfx] = / dt L(x,%,%, 1)
t1

extremal macht. Bei der Variation der Bahn sind nun die Ortskoordinaten x(¢1) und x(t¢2) und
die Geschwindigkeiten %(t1) und %(t2) im Start- und im Endpunkt festzuhalten. Beachten Sie,
dass die verallgemeinerte Lagrange-Funktion L nun auch von der Beschleunigung X abhéngen
darf.

(a) Wie lautet die (verallgemeinerte) Lagrange-Gleichung fiir die physikalische Bahn in diesem
Fall?

(b) Warum wiére ein solches modifiziertes Hamilton-Prinzip im Allgemeinen unvertréglich mit
dem deterministischen Prinzip der Klassischen Mechanik?

Aufgabe 9. Minimierung der Rotationsfléiche (7 Punkte)

Wir betrachten einen Koérper, der rotationssymmetrisch beziiglich der z-Achse im dreidimen-
sionalen (z,y, z)-Raum ist. Die Schnittmenge der Oberfliche dieses Korpers mit der Halbebene
{y =0, x > 0} werde durch die Kurve z(z) beschrieben. Gesucht ist diejenige Kurve z(z), die
die Mantelfliche des Korpers im Bereich z; < z < 25 bei festen Randwerten (z1,21) und (x2,22)
minimiert.

(a) Warum kann man o. B. d. A. annehmen, dass jedem z-Wert ein eindeutiger z-Wert zugeord-
net ist und dass x(z) streng monoton ansteigt?

(b) Im Folgenden betrachten wir aus rechentechnischen Griinden die Umkehrfunktion z(z).
Zeigen Sie, dass die Mantelfliche, die sich zwischen z; = z(z1) und 2z = z(z3) > 2
befindet, durch

z2

F = 27r/dx /14 [ (x)]?

1

gegeben ist.



Wir wechseln nun die Notation: (F,x,x1, x9, 2, 21, 22) — (S, t,t1,ta, x, 21, T2).

(c) Zeigen Sie, dass das Minimierungsproblem fiir F nach dem Notationswechsel als Hamil-
ton’sches Prinzip fiir die Dynamik eines eindimensionalen Teilchens interpretiert werden

kann:
S[a] :/dt L)), L@t = 2ntv/1+ a2

und 16sen Sie die entsprechende Lagrange-Gleichung.
Aufgabe 10. Invarianzen der Lagrange-Gleichung (4 Punkte)

(a) Wir betrachten abgeschlossene mechanische Systeme. Zeigen Sie, dass die Lagrange-
Funktion L unter Galilei-Transformationen wie

d
L'=L+—=\X,t

transformiert wird, und geben Sie A\(X,t) an.

(b) Bei einer Eichtransformation werden die elektromagnetischen Potentiale (A, ®) wie folgt
transformiert:

- 1 ~ 10A
A=A—-—-VA, d=d+ —— |
c c Ot
wobei die orts- und zeitabhéngige Funtion A(x,t) beliebig ist. Zeigen Sie, dass sich die
Lagrange-Funktion eines IN-Teilchen-Systems unter einer solchen Eichtransformation wie-

derum nur um eine vollsténdige Zeitableitung #ndert, und geben Sie A\(X,t) an.

(c) Was folgt jeweils fiir die Lagrange-Gleichung?



