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Aufgabe 20. Ein Hantelmolekiil schwingt iiber die Kreuzung (9 Punkte)

Betrachten Sie ein ”Hantelmolekiil” , bestehend aus zwei “Atomen” der Masse m, die durch einen
starren masselosen Stab der Lange [ miteinander verbunden sind. Eines der beiden Atome hat die
Koordinaten x; und kann sich nur (reibungslos) entlang der €;-Achse bewegen, das andere hat
die Koordinaten x2 und kann sich nur (reibungslos) entlang der é;-Achse bewegen. Das System
wird also in kartesischen Koordinaten durch die Lagrange-Funktion L(xXi,%3) = T'(X1,%X2) =
2m(%? +%3) und die drei skleronomen holonomen Zwangsbedingungen

fl(Xl,XQ)E% [(Xl—Xg)z—lﬂ =0 , fQ(X17X2)5X1~é2:0 , f3(X1,X2)EX2~é1:0

charakterisiert.

(a) Geben Sie die Lagrange-Gleichungen der ersten Art in kartesischen Koordinaten an und
zeigen Sie, dass die vom Stab auf die erste Masse ausgeiibte Zwangskraft entlang des Stabs
gerichtet ist.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Lagrange-Gleichungen der ersten Art, dass die Energie E =
T'(Xx¢1,Xg2) des Systems erhalten ist.

Eliminieren Sie nun die zweite und dritte Zwangsbedingung, indem Sie verallgemeinerte Koor-

dinaten (g1, ¢2) einfiithren, die durch x; = ¢1€; und x2 = ¢2€3 definiert sind.

(¢) Geben Sie die Lagrange-Gleichungen der ersten Art in den verallgemeinerten Koordinaten
(q1,q2) an und lésen Sie diese.

(d) Zeigen Sie durch explizite Berechnung, dass die in (a) betrachtete, vom Stab auf die erste
Masse ausgeiibte Zwangskraft Arbeit verrichtet und dass die Gesamtarbeit, die von den
vom Stab ausgeiibten Kréften verrichtet wird, Null ist.

(e) Skizzieren Sie die Bewegung des Hantelmolekiils und seines Schwerpunkts als Funktion der
Zeit. Erkennen Sie eine zyklische Koordinate? Wie hétte man mit deren Hilfe die Dynamik
des Systems einfacher bestimmen kénnen?

Aufgabe 21. Das Noether-Theorem und Geschwindigkeitstransformationen.
(4 Punkte)

Betrachten Sie ein Teilchen der Masse m, das sich in dem Potential
V(x) = Vg cos(xy — x2) + Volzg — 3)2

mit Vo # 0 # Vi bewegt.

(a) Unter welcher Bedingung ist die entsprechende Lagrange-Gleichung unter der Geschwindig-
keitstransformation x’ = x — vt invariant?

(b) Welche Invarianz folgt dann aus dem Noether-Theorem?



Aufgabe 22. Legendre-Transformation (7 Punkte + 2 Bonuspunkte)

Bestimmen Sie die Legendre-Transformierte G(v) der nachfolgenden Funktionen F'(u); skizzieren
Sie jeweils F'(u) und G(v); geben Sie stets an, auf welchem Intervall der reellen Achse G(v)
definiert ist:

1. F(u) =cosh(u) , uweR
2. F(u)=|u|+3u? , uweR
3. Flu)=-In(1—-u?) , —-l<u<l1

Fiithren Sie in den Féllen 1-2 auch die Riicktransformation durch und berechnen Sie im Fall 3
die Asymptotik von G(v) fiir v — 0. Hinweis: Allgemeiner als in der Vorlesung behandelt l4sst
sich strikte Konvexitéit auch fiir nicht stetig differenzierbare Funktionen F'(u) durch folgende
Bedingung definieren: F'(Au; + (1 — Aug)) < AF(u1) + (1 — X\)F(ug) fir 0 < A < 1.



