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Aufgabe 13. Greenfunktion in sphirischen Koordinaten (12 Punkte)

Es soll die Greenfunktion der Poisson-Gleichung in spérischen Koordinaten hergeleitet werden.
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Abbildung 1: Koordinatensystem der Anordnung

Gegeben sei eine Punktladung ¢ bei r’. Das Koordinatensystem sei zunéchst so gewiihlt, dass
die z-Achse parallel zu v’ verlduft (s. Abbildung).

(a) Bestimmen Sie das Potential ¢(r) = ¢(r, 7', ¢). Hierbei sind r = |r| und ' = |r/|.

(b) Fiir zylindersymmetrische Potentiale hat die Laplace-Gleichung die allgemeine Losung:
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Zeigen Sie, dass das Potential fiir diese Anordnung als
o) = L =3 0% Pileos(s) 2)
r< = min(r,r’) r~ = max(r,r’) (3)

dargestellt werden kann. Aus welchem Grund muss der Raum in zwei Teilbereiche unterteilt
werden?

Hinweis: Bestimmen Sie zundchst das Potential ¢(r,0) auf der z-Achse. Beginnen Sie mit
Ihrer Losung aus a). Wie kann das Ergebnis umgeschrieben werden damit Sie tiber Koeffi-
zientenvergleich {a;} und {b;} in (1) ermitteln konnen?



(c) Betrachten Sie nun die Entwicklung
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in Kugelfliichenfunktionen. Zeigen Sie, dass Ay (1,7") = Apn (1, 7") 01 Sy gilt und leiten
Sie folgende Differentialgleichung fiir die Koeffizienten her:
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(d) Folgern Sie nun aus den Ergebnissen aus b) und ¢), dass

Z Z 2l+ 1 lil Ylin(Q/) Yim (Q) (6)
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gilt.

Aufgabe 14. Elektro- und Magnetostatik (8 Punkte)

Das skalare Potential ®(x) in der Elektrostatik und das Vektorpotential A(x) in der Magneto-
statik sind in der Coulomb-Eichung bekanntlich durch

q)(x):/dx’mxl) : A(X):/dx,uoj(X’)

Ameg|x — X/ Am|x — x/|

gegeben. Hierbei stellen p und j die Ladungsdichte bzw. Stromdichte dar.
Wir betrachten nun eine Gesamtladung ) # 0 in einem begrenzten Raumbereich nahe dem
Ursprung.

(a) Bestimmen Sie ®(x) fiir z — oo bis einschliefilich O (x%) . Werten Sie das Ergebnis explizit
aus fiir einen diinnen, homogen geladenen Stab (—a < 1 < @) und einen homogen geladenen
Kubus (—a < z; <a, i=1,2,3).

Betrachten wir nun einen stationéren Strom j # 0 in einem begrenzten Raumbereich nahe dem
Ursprung.

(b) Bestimmen Sie A(x) fiir x — oo bis einschliefllich O (;13) . Was ist im Allgemeinen der
fithrende Term in dieser Entwicklung? Wie verhélt sich das Magnetfeld also typischerweise
fiir  — 00?7 Bestimmen Sie das fithrende Verhalten von A (x) fiir x — oo explizit fiir einen
rechteckigen Stromkreis in der x1-z2-Ebene:

60 = e (O(az+b) = d(ws — 1)) O(a — [21])
+é&3(0(x1 —a) —0(x1 +a))O(b — |x2|)|(x3) .

Hierbei gilt a,b > 0. O(z) ist die Stufenfunktion.



