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Kapitel 1EinleitungInhalt dieser Arbeit ist die Untersuchung von bestimmten Eigenschaften von Festk�or-pern: das Auftreten von magnetischen Phasen sowie das Verhalten im �au�eren Ma-gnetfeld. Den Schwerpunkt bildet die Behandlung des Ferromagnetismus. Das Ziel istdabei, ein Modell zu �nden, das die wesentlichen Ingredienzien f�ur die Beschreibungvon Ferromagnetismus enth�alt.Wir verwenden das Hubbard-Modell bzw. eine naheliegende Erweiterung diesesquantenmechanischen Vielteilchen-Modells. Es mag erstaunen, da� ein so komplexesModell notwendig ist, um ein allt�aglich erfahrbares Ph�anomen wie das Auftreten vonMagnetismus zu erkl�aren.Diese Notwendigkeit wird im ersten Abschnitt der Einleitung anhand einer chrono-logischen Darstellung von wichtigen Erkenntnissen zum Magnetismus begr�undet. Vonallgemeinen Prinzipien der Festk�orperphysik ausgehend erfolgt im zweiten Abschnitteine Hinf�uhrung zum Hubbard-Modell. Der dritte Abschnitt befa�t sich etwas ausf�uhr-licher und besonders im Hinblick auf die im zweiten Abschnitt angesprochenen Gitter-modelle mit dem Ph�anomen magnetische Ordnung. Hier werden auch experimentelleFakten referiert. Die Einleitung endet mit einer Darstellung des weiteren Aufbaus derArbeit.1.1 Ferromagnetismus { ein quantenmechanischesPh�anomenMagnetismus ist der Menschheit schon seit Jahrtausenden bekannt.1 In griechischenSchriften wird Magnetit (FeO - Fe2O3) seit etwa 800 v. Chr. erw�ahnt. Brocken diesesEisenerzes zeigen ferromagnetische Tendenzen, d.h. sie richten sich im �au�eren (Erd-)Magnetfeld aus und ziehen nichtmagnetisches Eisen an. Der Name Magnetit geht aufdas griechische lithos magnetes zur�uck und ist dem R�omer Lucretius Carus zufolge aufdie griechische Provinz Magnesia zur�uckzuf�uhren [Luk93], in der Eisenerz gewonnen1F�ur eine ausf�uhrliche historische Betrachtung siehe [Mat81].3



4 KAPITEL 1. EINLEITUNGwurde. Andere Quellen behaupten, Mineral und Ph�anomen seien nach dem SchafhirtenMagnes benannt.Jeder, der selbst einmal mit Magneten experimentiert hat, wird sich vorstellen k�on-nen, da� die Deutung der von Magneten ausgehenden Kr�afte eine gro�e intellektuelleHerausforderung war. Derart deutlich sp�urbare Fernwirkungskr�afte kannte man schlie�-lich nur als von der Erde ausgehende Gravitation. Eine Erkl�arung f�ur das Ph�anomenMagnetismus wurde sicher nicht durch die Beobachtung erleichtert, da� die Erde nebenihrem Gravitationsfeld auch ein magnetisches Feld besitzt.Ein Zusammenhang zwischen Elektrizit�at und Magnetismus war lange vermutetworden: Man hatte z.B. beobachtet, wie eine Kompa�nadel durch einen Blitzeinschlagummagnetisiert wurde. Ein Durchbruch auf der Suche nach Ursachen des Magnetismuswar die Entdeckung von Hans Christian Oersted (1777-1851), da� eine Kompa�nadeldurch das Feld eines stromdurch
ossenen Leiters abgelenkt wird. Bald konnte gezeigtwerden, da� eine von einem station�aren Strom durch
ossene Spule sich wie ein Perma-nentmagnet verh�alt. Damit war eine Erkl�arung f�ur Ferromagnetismus in Sicht: InnereStr�ome k�onnten die "Ursache\ f�ur Ferromagnetismus sein. Es blieb jedoch die Frage:Wo 
ie�en die inneren Str�ome und was ist ihre Ursache?Die Maxwell-Gleichungen (James Clerk Maxwell, 1831-1879) liefern eine vereinheit-lichte Beschreibung von elektrischen und magnetischen Feldern. Die auf dieser Grundla-ge aufbauende klassische Elektrodynamik kann die Wechselwirkung der Ferromagnetenuntereinander und mit Paramagneten sowie die Wirkungsweise von Elektromagnetenerkl�aren.Das Bohr-van-Leeuwen-Theorem2 sagt aus, da� in jedem klassischen System gela-dener Teilchen die Gesamtmagnetisierung verschwindet. Permanentmagnete, das hei�tferromagnetische Materialien, k�onnen also nicht wie klassische Elektromagnete erkl�artwerden.1921 schlug A.H. Compton vor, da� das Elektron einen Eigendrehimpuls, den so-genannten Spin, mit zugeh�origem magnetischen Moment besitzt, was von S. Goudsmitund G.E. Uhlenbeck 1925 experimentell nachgewiesen wurde. Jedes Elektron ist alsoein Elementarmagnet. Die makroskopischen magnetischen Eigenschaften der konden-sierten Materie h�angen folglich von der Ordnung dieser elementaren Magnete ab. Dieferromagnetische Phase war damit als Ordnungszustand der Elektronen erkannt.Die zun�achst naheliegende Vermutung, diese Ordnung k�onne durch die magnetischeDipol-Dipol-Wechselwirkung der Elektronen bewirkt werden, wird leicht durch eine Be-trachtung der Energieskalen widerlegt: Die mit der magnetischen Wechselwirkung derSpins assoziierte Energie hat eine Gr�o�enordnung von 0.1 Kelvin. Die thermische Be-wegung m�u�te eine durch die Dipol-Dipol-Wechselwirkung induzierte Ordnung alsobereits bei Temperaturen von wenigen Kelvin aufbrechen. Die experimentell beobach-teten Curie-Temperaturen, unterhalb derer Ferromagnetismus auftritt, haben dagegenh�au�g eine Gr�o�enordnung von 1000 Kelvin (siehe auch Abschnitt 1.3).21911 von Niels Bohr in seiner Doktorarbeit und unabh�angig von J.H. van Leeuwen in ihrer Di-plomarbeit bewiesen. Das einfache Argument kann z.B. in [Ash76] nachgelesen werden.



1.2. HINF�UHRUNG ZUM HUBBARD-MODELL 5Heute ist man sich so gut wie sicher, da� das Zusammenspiel von elektrostati-scher Coulomb-Wechselwirkung und kinetischer Energie in Verbindung mit dem Pauli-Prinzip (keine zwei Elektronen k�onnen im gleichen Zustand, insbesondere Elektronenmit gleicher Spinorientierung nicht am selben Ort sein) f�ur Ferromagnetismus verant-wortlich ist. Der genaue Mechanismus ist jedoch nicht unumstritten gekl�art. Da diewichtigsten Ferromagneten metallisch sind, erscheint die Frage wichtig, inwieweit deritinerante Charakter (das hei�t die Beweglichkeit) der Leitungselektronen f�ur diesenMechanismus relevant ist.1.2 Hinf�uhrung zum Hubbard-ModellDie theoretische Beschreibung eines Festk�orpers ist vor allem wegen der Vielzahl derzu behandelnden Teilchen eine schwierige Aufgabe. In einem Volumen der Gr�o�e 1 cm3be�nden sich ca. 1022 Atome, bestehend aus je einem Atomkern und bis zu 100 Elek-tronen. Eine wirklich mikroskopische Theorie m�u�te alle diese (untereinander wechsel-wirkenden) Atomkerne und Elektronen explizit behandeln. Da wir nur am Verhaltenbei Temperaturen bis zu einigen 1000 Kelvin interessiert sind, uns also auf einer Ener-gieskala bewegen, die einige Gr�o�enordnungen unter den Ionisationsenergien der amst�arksten an den Atomkern gebundenen Elektronen liegt, gen�ugt es, nur die Elektro-nen zu behandeln, die am wenigsten fest an die Atomkerne gebunden sind. Der Restder Elektronen bildet mit dem Atomkern zusammen das Rumpfion. Die Anzahl derElektronen bzw. Energieniveaus, welche pro Atom explizit behandelt werden m�ussen,h�angt jeweils stark von der untersuchten Fragestellung ab.Grunds�atzlich unterscheidet man in der Festk�orperphysik Systeme, in denen dieRumpfionen ungeordnet sind (Fl�ussigkeiten und Gl�aser) und solche, in denen dieseauf einem Gitter periodisch angeordnet sind. Wir werden wir uns auf letzteren Fallbeschr�anken, also Kristalle betrachten.In den Gittertheorien, die wir verwenden wollen, geht man von dem Ideal einesperfekten, in jeder Raumrichtung unendlich weit ausgedehnten Kristalls aus.3 In einemModell ohne Elektron-Elektron-Wechselwirkung, das wir zun�achst betrachten wollen,bewegen sich die (Valenz-)Elektronen in einem Potential mit der Periodizit�at des Git-ters. Dem Bloch-Theorem zufolge lassen sich die Ein-Teilchen-Zust�ande dann als Pro-dukt einer ebenen Welle mit einer gitterperiodischen Funktion schreiben. Sie werdenau�er durch den zu der ebenen Welle geh�origen Wellenvektor k gegebenenfalls durchden die gitterperiodische Funktion charakterisierenden Bandindex 
 gekennzeichnet.Wegen der diskreten Translationssymmetrie des Gitters kann man k auf die ersteBrillouin-Zone (BZ) beschr�anken.4Die Bandstruktur des freien Elektronengases (in dem auch die Wechselwirkung mit3Verbesserungen der Theorien m�u�ten Gitterschwingungen und gegebenenfalls St�orstellen und Ver-setzungen einschliessen. Besonders bei mesoskopischen Systemen k�onnen auch Ober
�achen- und an-dere �nite-size-E�ekte wichtig sein.4F�ur eine detailliertere Einf�uhrung sei auf Lehrb�ucher wie [Ash76] verwiesen.



6 KAPITEL 1. EINLEITUNGden Gitterionen vernachl�assigt ist) erh�alt man aus der Dipersionsrelation�k = k22me (1.1)durch Faltung in eine Brillouin-Zone. Unter dem Ein
u� einer schwachen Elektron-Ion-Wechselwirkung �andert sich diese Struktur qualitativ nur an den R�andern der Brillouin-zone: dort spalten die B�ander auf.Bei starker Elektron-Ion-Wechselwirkung betrachtet man besser den atomaren Li-mes. Die scharfen atomaren Energieniveaus der Elektronen sind bei unendlichem Ab-stand der Atome entartet. Diese Niveaus verbreitern sich durch Austausch, wenn derAbstand der Atome geringer wird, und man erh�alt B�ander. Dabei ist die Verbreiterungf�ur die h�ochstgelegenen, am wenigsten stark bindenden Niveaus am gr�o�ten. Die zufester gebundenen Elektronen geh�orenden B�ander bleiben schmal. Die Physik dieserElektronen ist qualitativ verschieden von der freier Elektronen. Da sie insbesonderef�ur magnetische Ordnung verantwortlich gemacht werden, werden wir uns mit ihnenbesch�aftigen.Ausgehend vom atomaren Limes ist die Beschreibung der Elektronen-Zust�andeim Ortsraum nat�urlicher als die f�ur die Bloch-Elektronen gew�ahlte Darstellung imImpuls- bzw. Wellenvektorraum. Die um einen Gitterplatz zentrierten Eigenzust�andenennt man Wannier-Zust�ande. Beide Betrachtungsweisen sind �aquivalent, d.h. sowohldie Bloch- als auch die Wannierzust�ande bilden vollst�andige Orthonormalsysteme. Siesind �uber eine Fourier-Transformation (F.T.) verkn�upft. F�ur die kinetische Energie5bedeutet das: Ht =X�
 Xk2BZ �k
 n̂k�
 F:T:= Xij � 
 tij
 ĉyi�
 ĉj�
 (1.2)Die (nur in dieser Einleitung) durch "H�ute\ gekennzeichneten Operatoren sind imBesetzungszahlformalismus, welcher auch als zweite Quantisierung bezeichnet wird,de�niert. ĉyi�
 (ĉi�
) sind Erzeuger- (Vernichter-Operatoren) f�ur Elektronen am Gitter-platz6 i mit Spin � im Band 
, n̂i�
 = ĉyi�
 ĉi�
 ist der zugeh�orige Anzahloperator imOrtsraum, w�ahrend n̂k�
 den Anzahloperator im Impulsraum darstellt.Die im Impulsraum (bez�uglich k) diagonale kinetische Energie ist im Ortsraumnichtdiagonal. Ihre Terme entsprechen einemH�upfen von Elektronen von Gitterpl�atzenj zu Gitterpl�atzen i. Folgerichtig wird die Amplitude tij f�ur einen solchen Proze� alsH�upfamplitude bezeichnet. Man beachte, da� bei gegebenem Gitter auch die gesamteInformation �uber das Potential der Gitterionen in den H�upfamplituden steckt. Dieseh�angen f�ur Bravais-Gitter nur von der Ortsdi�erenz i � j ab. Der diagonale Anteil tiiwirkt in diesem Fall als chemisches Potential und wird im Gro�kanonischen Ensembledem chemischen Potential zugerechnet.5Zur Unterscheidung von E�ekten der Elektron-Elektron-Wechselwirkung wird die gesamte Energieder Bloch-Elektronen als kinetische Energie bezeichnet, die Wechselwirkung mit den Rumpfionen istalso eingeschlossen.6Die Indizes i, j stehen jeweils zusammenfassend f�ur die Koe�zienten der Entwicklung eines Git-tervektors in der Gitterbasis. Dieser Koe�zientenvektor wird mit dem Gittervektor identi�ziert.



1.3. MAGNETISCHE ORDNUNG 7Jedes realistische Modell mu� nat�urlich die Coulomb-Absto�ung der Elektronenuntereinander ber�ucksichtigen. W�ahrend die Coulomb-Wechselwirkung zwischen zweiElektronen im Vakuum langreichweitig ist, wird sie im Festk�orper durch die Anwe-senheit der anderen Elektronen abgeschirmt, ist also e�ektiv kurzreichweitig. In ersterN�aherung kann man daher annehmen, da� sie nur zwischen Elektronen wirkt, welchesich auf dem gleichen Gitterplatz be�nden. Wenn man sich zus�atzlich auf die Behand-lung nur eines Bandes beschr�ankt und H�upfen von Elektronen nur zwischen n�achstenNachbarpl�atzen des Gitters zul�a�t, erh�alt man das Ein-Band, Spin-1=2 Hubbard-Modellmit on site-Wechselwirkung UHHub = Ht +HU = �t Xhiji�(ĉyi�ĉj� + h:c:) + UXi n̂i#n̂i"; (1.3)welches in Kapitel 2 besprochen wird. Phiji bezeichnet eine Summe �uber N�achst-Nachbar-"Bindungen\, also �uber Paare n�achster Nachbarn i und j, wobei jedes Paarnur einmal gez�ahlt wird.7Eine Erweiterung des Hubbard-Modells, welche auch die Wirkung der Coulomb-Wechselwirkung zwischen n�achsten Nachbarn ber�ucksichtigt, wird in Abschnitt 2.2eingef�uhrt. Auch Hubbard-Modelle mit l�angerreichweitigem H�upfen werden in der Li-teratur diskutiert, sind jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit.1.3 Magnetische OrdnungEine Phase wird im Gittermodell magnetisch geordnet genannt, wenn die lokalen ma-gnetischen Momente verschiedener Gitterpl�atze korreliert sind. Wir werden die ver-schiedenen Ordnungstypen in diesem Abschnitt am Temperatur-Nullpunkt betrachten.Qualitativ gilt die Charakterisierung auch f�ur endliche Temperaturen.Der Ferromagnet ist dadurch charakterisiert, da� alle lokalen magnetischen Momen-te gleich ausgerichtet sind.8 Das magnetische Moment ist also extensiv. Die resultie-rende Magnetisierung bricht die Symmetrie im Spinraum global. Die Translationssym-metrie des Gitters bleibt dagegen erhalten. Im Ein-Band-Modell spricht man vom vollpolarisierten Ferromagneten, falls die lokalen Momente zus�atzlich maximal sind. Manerkennt leicht, da� dieser Zustand bei halber Bandf�ullung Eigenzustand des Hubbard-Hamilton-Operators zum Eigenwert 0 ist. F�ur das erweiterte Hubbard-Modell, welchesGegenstand dieser Arbeit sein wird, kann man in Spezialf�allen sogar zeigen, da� der vollpolarisierte Ferromagnet Grundzustand des Systems ist (siehe Kap. 4). Wie jedes Ord-nungsph�anomen verschwindet die ferromagnetische Ordnung oberhalb einer material-7F�ur das reine Hubbard-Modell wird imGegensatz hierzu die Summe �uber n�achste Nachbarn h�au�gso ausgef�uhrt, da� jedes Paar doppelt gez�ahlt wird, wobei der hermitesch konjugierte Term (h.c.) inder Summe wegf�allt. Die hier verwendete Konvention ist bei N�achst-Nachbar-Modellen �ublich. AusKonsistenzgr�unden wird sie durchgehend verwendet.8Im realen Kristall gilt das nur innerhalb von sogenannten Dom�anen. Die Dipol-Dipol-Wechselwirkung und Verunreinigungen, welche die Gr�o�e der Dom�anen dort begrenzen, treten jedochin unserem Modell nicht auf.



8 KAPITEL 1. EINLEITUNG
Abbildung 1.1: Magnetische Ordnung von Gitterelektronen: Ferromagnetismus (links), An-tiferromagnetismus (Mitte), Ferrimagnetismus (rechts).bzw. modellspezi�schen kritischen Temperatur. Diese wird f�ur Ferromagneten Curie-Temperatur genannt.Im Antiferromagneten sind die magnetischen Momente benachbarter Gitterpl�atzenicht parallel, sondern antiparallel ausgerichtet. Das Gitter wird also gewisserma�enin zwei ferromagnetische Untergitter aufgespalten. Abbildung 1.1, in der eine Magne-tisierungsrichtung global ausgezeichnet wird, ist allerdings nicht ganz richtig, da einsolcher schachbrettartiger Zustand kein Eigenzustand des Hamilton-Operators ist. DerH�upfterm, der ja Elektronen zwischen n�achsten Nachbarpl�atzen verschiebt, f�uhrt (beiU < 1) immer zu Doppelbesetzungen. Deswegen kann die Polarisierung der beidenUntergitter nie vollst�andig sein.O�ensichtlich hat der Antiferromagnet (ohne �au�eres Feld) keine makroskopischeMagnetisierung. Dieser Ordnungstyp wird daher experimentell nicht durch Messungenin makroskopischen Magnetfeldern, sondern durch niederenergetische Neutronenstreu-ung festgestellt. Das durch die antiferromagnetische Ordnung bestimmte �Ubergitterf�uhrt wegen der Spinabh�angigkeit der Elektron-Neutron-Wechselwirkung (Spin-Bahn-Kopplung) zu �Uberstrukturre
exen, die oberhalb der N�eel-Temperatur verschwinden.9Eine Mischform von Ferro- und Antiferromagnetismus, ist der Ferrimagnetismus.Wie bei Antiferromagneten sind die lokalen Momente der Untergitter entgegengesetztausgerichtet. Da sie aber verschieden gro� sind, ergibt sich wie bei Ferromagneten einenichtverschwindende extensive Magnetisierung.Spindichtewellen zeichnen sich dadurch aus, da� die lokalen magnetischen Momentevon Gitterplatz zu Gitterplatz regelm�a�ig um einen konstanten Winkel rotiert sind. Imwesentlichen lassen sich diese Phasen (bei gegebener Bandf�ullung) durch ihren Wellen-vektor k charakterisieren, der ihre Periodizit�at im Gitter kennzeichnet. Die Spezialf�allek = 0 und k = (�; �; :::) entsprechen der ferro- bzw. (idealisierten) antiferromagneti-9Neuerdings ist es gelungen, Licht direkt an den antiferromagnetischen Ordnungsparameter anzu-koppeln. Der ausgenutzte nichtlineare, nicht zeitumkehrinvariante Proze�, die Erzeugung von zirkularpolarisierten zweiten Harmonischen, erlaubt direkte Photogra�en von antiferromagnetischen Dom�anen[Fie94, Fie96].



1.3. MAGNETISCHE ORDNUNG 9Material Tc(K) M0 (Gau�)Fe 1043 1752Co 1388 1446Ni 627 510Gd 293 1980Dy 85 3000Cu2MnAl 630 726MnBi 670 675GdCl3 2 550 Material TN(K)Cr 311FeO 198CoO 291NiO 600MnO 122VS 1040FeF2 78FeCl2 23Tabelle 1.1: Ferromagnetische (links) und antiferromagnetische (rechts) Materialien. Bei denFerromagneten ist neben der Curie-Temperatur Tc die Remanenz M0 bei T = 0 angegeben,bei den Antiferromagneten die N�eel-Temperatur [Ash76].schen Ordnung. Alle anderen F�alle sollen im folgenden als inkommensurable Spinwellenbezeichnet werden.Phasen ohne lokale magnetische Momente werden (wegen ihrer Eigenschaften im�au�eren Magnetfeld, vgl. Abschnitt 1.4) paramagnetisch genannt.Experimentelle FaktenMan kennt eine ganze Reihe von ferromagnetischen Elementen und Verbindungen.Au�er der Curie-Temperatur ist in Tabelle 1.1 jeweils die Remanenz M0 angegeben,worunter man das Magnetfeld versteht, welches von au�en angelegt werden mu�, umdas Material umzumagnetisieren. Letztere bezieht sich auf den Temperatur-NullpunktT = 0. Man erkennt, da� unter den Elementen neben Eisen auch Kobalt und Nickel biszu hohen Temperaturen ferromagnetisch sind, w�ahrend Gadolinium gerade bei Raum-temperatur paramagnetisch wird und Dysprosium nur bei tiefen Temperaturen ferro-magnetische Ordnung zeigt. Von den Verbindungen, die sich teilweise durch eine hoheRemanenz auszeichnen (wichtig f�ur Permanentmagnete, insbesondere in der Ton- undDatenspeicherung), ist nur eine kleine Auswahl aufgef�uhrt.Antiferromagnetismus tritt bei Cr, �-Mn und einer Reihe von Verbindungen auf,von denen wiederum nur eine kleine Auswahl in der Tabelle angegeben ist. Interessantist, da� die zweiwertigen Oxide der Ferromagnete Fe, Co und Ni in diese Klasse fallen.Zu den Ferrimagneten sei nur gesagt, da� das historisch so bedeutsame MineralMagnetit Fe2O3 diese Ordnung hat. Der einzige "nat�urliche Ferromagnet\ ist also garkeiner. Der relativ gro�en Magnetisierung dieses Ferrimagneten ist m�oglicherweise zuverdanken, da� das Ph�anomen Magnetismus fr�uhzeitig entdeckt wurde und anders alsbeispielsweise die Supraleitung nicht (mehr) als spektakul�ar betrachtet wird.



10 KAPITEL 1. EINLEITUNG1.4 Materie im �au�eren MagnetfeldBisher war nur von spontaner Symmetriebrechung ohne �au�ere Felder die Rede. Inter-essant ist aber auch das Verhalten von Festk�orpern im �au�eren Magnetfeld.Bringt man nicht magnetisch geordnete Metalle oder Isolatoren in ein �au�eres Ma-gnetfeld h, wird dieses in der Regel verst�arkt, selten geschw�acht. Ersteres Verhaltennennt man paramagnetisch, das zweite diamagnetisch. In beiden F�allen ist die Ma-gnetisierung M bei kleinen �au�eren Feldern n�aherungsweise linear in h. Daher ist dasVerhalten durch die Angabe der Suszeptibilit�at� = @M@h ; (1.4)der Ableitung der Magnetisierungdichte nach dem �au�eren Feld, zu charakterisieren.Die Wechselwirkung des Magnetfeldes mit abgeschlossenen Schalen der Rumpfionenist schwach diamagnetisch und nur in Isolatoren ohne ungepaarte Elektronen zu beob-achten. Bei der Wechselwirkung mit den �au�eren Elektronen mu� man di�erenzieren:Stark lokalisierte Elektronen entsprechen unabh�angigen Spins10, diese zeigen eine starktemperaturabh�angige paramagnetische Suszeptibilit�at,� = CT Curie-Gesetz f�ur unabh�angige Spins, (1.5)w�ahrend freie Elektronen eine in erster N�aherung von der Temperatur unabh�angigeparamagnetische Suszeptibilit�at aufweisen, die proportional der Zustandsdichte an derFermi-Kante ist (Bohr-Magneton �B):� = �2BN(�F ) (1.6)Wie in Abb. 1.2 (links) gezeigt, erreicht die zun�achst dem �au�eren Feld h proportionaleMagnetisierungsdichte M bei gro�en Werten von h eine S�attigung.Ferromagnetische Substanzen zeichnen sich dadurch aus, da� sie schon in Abwesen-heit von �au�eren Feldern eine endliche Magnetisierung aufweisen. Durch Anlegen von(vergleichsweise starken) magnetischen Feldern kann eine Probe entmagnetisiert bzw.die Richtung der magnetischen Ordnung ge�andert werden: es tritt Hysterese auf. DieUrsache f�ur dieses Verhalten liegt in den schon angesprochenen Dom�anen. Innerhalbdieser Bereiche liegt stets Ordnung vor. Die Ordnung der Dom�anen untereinander istvon der Vorgeschichte abh�angig: im �au�eren Magnetfeld erfolgt eine Ausrichtung. Diemit dem Umklappen einzelner Dom�anen verbundenen �Anderungen der magnetischenFlu�dichte lassen sich messen und auf einem Lautsprecher sehr eindrucksvoll als Pras-seln wiedergeben. Da die Magnetisierung im Hysteresebereich von der Vorgeschichteabh�angt, l�a�t sich f�ur den Ferromagneten eine Suszeptibilit�at allenfalls oberhalb einerkritischen Feldst�arke eindeutig messen; dann ist sie positiv.10Die Bahndrehimpulse nicht zu stark gebundener Elektronen k�onnen h�au�g vernachl�assigt werden,da der Bahndrehimpuls im Gitter keine "gute\ Quantenzahl ist. Sie sind wichtig im Zusammenhangmit der Spin-Bahn-Kopplung (vgl. das Ende dieses Abschnitts).
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hAbbildung 1.2: Skizzen des qualitativen Verhaltens der Magnetisierung m von Paramagne-ten (links), Ferromagneten (Mitte) und Metamagneten (rechts) im �au�eren Feld h.Antiferromagnete zeigen in Modellen wie dem Hubbard-Modell, welche bez�uglichdes Spins isotrop sind, paramagnetisches Verhalten. Dies liegt daran, da� sich die Spinssenkrecht zu einem �au�eren Magnetfeld ausrichten k�onnen, ohne die antiferromagneti-sche Ordnung aufzubrechen. Bei st�arker werdendem Feld richten sie sich dann immermehr in Richtung des Feldes aus. Bei sehr starken Feldern verschwindet die urspr�ung-liche Ordnung ganz, so da� ein voll polarisierter Para- bzw. Ferromagnet (in starkenMagnetfeldern ist die Unterscheidung o�ensichtlich wenig sinnvoll) vorliegt.Anders ist die Situation bei Antiferromagneten mit Vorzugsrichtung. Hier ist ei-ne Richtung ausgezeichnet, in der die Elektronen bevorzugt ordnen. In diese Klassevon Materialien f�allt eine Reihe von Antiferromagneten. Experimentelle Daten liegenbeispielsweise f�ur Dysprosium-Aluminium-Granat (DAG, DyAl5O12) [Lan71] und dasin Tabelle 1.3 aufgef�uhrte Eisenchlorid (FeCl2) [Jac67] vor.11 Bevor wir zu m�oglichenUrsachen f�ur eine solche Asymmetrie im Spinraum kommen, wollen wir das Verhaltendieser Metamagnete in einem zu der Vorzugsrichtung parallelen Feld betrachten:� In kleinen Magnetfeldern ist die Magnetisierung gering, gegebenenfalls leicht mitdem Feld ansteigend. Sie ist, verglichen mit dem Paramagneten, unterdr�uckt.� Bei einem kritischen Feld hc kommt es zum metamagnetischen Phasen�ubergang.Die Magnetisierung steigt stark an. Der �Ubergang kann erster, zweiter und prin-zipiell auch h�oherer Ordnung12 sein. Je nach Ordnung beobachtet man also einenSprung in der Magnetisierung, der Suszeptibilit�at oder h�oheren Ableitungen derMagnetisierung nach dem Feld.� Im weiter zunehmenden Feld erreicht die Magnetisierung (wie bei Para- undFerromagneten) die S�attigung.In Abbildung 1.2 (rechts) erkennt man die hieraus folgende Besonderheit des Me-tamagneten: Die Suszeptibilit�at (die Steigung der Kurve) hat ein Maximum am meta-magnetischen Phasen�ubergang.11F�ur einen Review siehe [Str77].12Klassi�zierung nach Ehrenfest



12 KAPITEL 1. EINLEITUNGNun zu den Ursachen f�ur die Vorzugsrichtung. Im Ortsraum ist eine Anisotropiedurch das Gitter gegeben: Mindestens eine Achse ist stets ausgezeichnet. Die in ein-fachen Modellen wie dem Hubbard-Modell vorliegende Symmetrie im Spinraum wirdin realen Systemen durch die oben schon angesprochene Spin-Bahn-Kopplung gebro-chen. Verglichen mit der Coulomb-Wechselwirkung ist diese zwar stets klein (bei sel-tenen Erden bis etwa 0.1 eV), kann aber dennoch die Anisotropie des Ortsraums aufden Spinraum �ubertragen. Eine vollst�andige Behandlung sollte also eigentlich diesenrelativistischen E�ekt einschlie�en. In dieser Arbeit wird f�ur die Untersuchung desMetamagnetismus eine Vorzugsrichtung jedoch k�unstlich eingef�uhrt, indem die lokaleMagnetisierungrichtung auf die z-Achse beschr�ankt wird.1.5 Aufbau der ArbeitIn Kapitel 2 wird neben dem Hubbard-Modell ein erweitertes Modell vorgestellt, wel-ches auch N�achst-Nachbar-Anteile der Coulomb-Wechselwirkung ber�ucksichtigt. Nacheinem Blick auf die Beschreibung symmetriegebrochener Phasen mit Hilfe zugeh�ori-ger Felder wird der Limes unendlicher Dimensionen eingef�uhrt. Die Betrachtung die-ses Grenzfalles bringt f�ur die genannten Modelle erhebliche Vereinfachungen mit sichund erlaubt deren exakte Beschreibung durch einen Satz von Selbstkonsistenzgleichun-gen. Anschlie�end wird die Verwendung der semielliptischen Zustandsdichte des Bethe-Gitters motiviert.Kapitel 3 befa�t sich mit den numerischenMethoden, die in dieser Arbeit verwendetwerden, um die Selbstkonsistenzgleichungen zu l�osen. Au�erdem wird gezeigt, wie ausdiesen L�osungen Ordnungsparameter sowie Suszeptibilit�aten berechnet werden k�onnen.Das Kapitel schlie�t mit mit einer Er�orterung der durchgef�uhrten Extrapolationen undeiner Absch�atzung der Gr�o�en der auftretenden Fehler.In Kapitel 4 werden zun�achst bekannte Resultate zum Ferromagnetismus im (er-weiterten) Hubbard-Modell referiert und die Vorgehensweise bei der Bestimmung vonPhasengrenzen erl�autert. Dann werden, ausgehend von der homogenen Phase, nachein-ander die Phasengrenzen zur ferromagnetischen, antiferromagnetischen und zu nicht-magnetischen symmetriegebrochenen Phasen untersucht, bevor das vollst�andige Pha-sendiagramm diskutiert werden kann.Das Kapitel 5 ist der Untersuchung des Metamagnetismus gewidmet. Nach einerDarstellung der eigenen Ergebnisse werden diese im Zusammenhang mit schon vorlie-genden Erkenntnissen interpretiert.Kapitel 6 fa�t die wesentlichen Resultate dieser Arbeit zusammen und gibt einenAusblick auf noch o�ene Fragen.



Kapitel 2Modelle2.1 Hubbard-ModellDas generische Modell f�ur itinerante, wechselwirkende Gitterelektronen ist das 1963unabh�angig voneinander von J. Hubbard [Hub63], M.C. Gutzwiller [Gut63] und J.Kanamori [Kan63] eingef�uhrte Ein-Band, Spin-12 Hubbard-Modell:HHub = Ht +HU = �t Xhiji� �cyi�cj� + h:c:�+ UXi ni#ni" (2.1)Der hier benutzte Besetzungszahlformalismus und die verwendete Konvention f�ur dieSumme �uber n�achste Nachbarn sind in Abschnitt 1.2 der Einleitung eingef�uhrt worden.Wie dort ebenfalls dargestellt, beschreibt der als Ht bezeichnete Term eine durchdie Wechselwirkung der Elektronen mit dem Gitter renormierte kinetische Energie.Die Wechselwirkung der Elektronen untereinander ist im reinen Hubbard-Modell aufden on site-Term HU reduziert: Wenn zwei Elektronen sich auf demselben Gitterplatzbe�nden, erh�oht sich die Energie um U . Wegen des Pauli-Prinzips k�onnen dies nurElektronen verschiedenen Spins sein. Hier wirkt sich die Beschr�ankung auf ein Bandentscheidend aus.Das Hubbard-Modell wird insbesondere zur Beschreibung von �Ubergangsmetallenmit teilweise gef�ullter d-Schale wie Eisen, Chrom und Nickel verwendet. Trotz der ent-haltenen Vereinfachungen ist es nicht exakt l�osbar. Die Schwierigkeit und gleichzeitigeSt�arke des Modells liegt darin, da� die (mit dem Parameter t verkn�upfte) kinetischeEnergie und die Wechselwirkung U voll quantenmechanisch behandelt werden. DerTerm der kinetischen Energie ist im Impulsraum, der der potentiellen Energie im Orts-raum diagonal. Da der Kommutator der beiden Terme nicht verschwindet,[Ht;HU ] 6= 0; (2.2)existiert kein gemeinsames System von Eigenfunktionen. Die Eigenzust�ande des vol-len Hamilton-Operators sind also im allgemeinen Linearkombinationen von unendlichvielen Eigenzust�anden eines der beiden Eigensysteme. Das bedeutet nicht, da� nicht13



14 KAPITEL 2. MODELLEeinzelne Zust�ande beiden Eigensystemen angeh�oren. Insbesondere der voll polarisierteFerromagnet ist ein solcher Zustand.Als paar bzw. bipartit bezeichnet man Gitter, die sich in zwei �aquivalente Un-tergitter (hier mit A bzw. B bezeichnet) zerlegen lassen. Auf diesen Gittern wird dieTatsache, da� Elektronen imHubbard-Modell nur zwischen n�achsten Nachbarn h�upfen,also bei jedem H�upfvorgang ihr Untergitter wechseln, wichtig. Dadurch wird antifer-romagnetische Ordnung (die ja gerade eine A-B-Struktur hat) bei halber Bandf�ullungbevorzugt (siehe Anfang von Kapitel 4). Auf nicht paaren Gittern bzw. bei Einschaltenvon �Ubern�achst-Nachbar-H�upfen wird Antiferromagnetismus dagegen unterdr�uckt.In einer Dimension ist das Hubbard-Modell durch den Bethe-Ansatz exakt l�osbar[Lie68]. Grund daf�ur ist, anschaulich gesprochen, da� die Elektronen wegen des N�achst-Nachbar-H�upfens nicht aneinander vorbeikommen. Auf den entgegengesetzten Limesunendlicher Dimensionen gehen wir im Abschnitt 2.4 ein.2.2 Erweitertes Hubbard-ModellDas Hubbard-Modell hat eine Reihe interessanter Eigenschaften und ist das generischeModell f�ur Antiferromagnetismus (vgl. Kapitel 5). Den in dieser Arbeit besonders the-matisierten Ferromagnetismus hat man in diesem Modell (bisher) jedoch nur in sehrspeziellen F�allen (siehe Kapitel 4) gefunden.Der Verdacht liegt nahe, da� dies mit der drastischen Reduktion der Coulomb-Wechselwirkung auf ihren on site-Anteil zusammenh�angt. In dieser Arbeit soll daher einerweitertes Hubbard-Modell untersucht werden, das auch N�achst-Nachbar-Anteile derCoulomb-Wechselwirkung einschlie�t. Das Modell mit vollst�andiger Ber�ucksichtigungder N�achst-Nachbar-Terme lautet [Kol96]:1H = HHub +HV +HX +HF +HF 0= HHub + V Xhijininj +X Xhiji;�(cyi�cj� + cyj�ci�)(ni�� + nj��)+F Xhiji;��0 cyi�cyj�0ci�0cj� + F 0Xhiji(cyi"cyi#cj#cj" + h:c:) (2.3)Alle diese Terme ergeben sich aus der Entwicklung der Coulomb-Wechselwirkung nachWannier-Zust�anden. Man kann argumentieren, da� s�amtliche Wechselwirkungs-Para-meter positiv sein sollten. Nun ist ein Ein-Band-Modell immer ein e�ektivesModell. DieCoulomb-Wechselwirkung wird auch durch Elektronen anderer, nicht direkt betrach-teter B�ander abgeschirmt. Deshalb wird eine direkte experimentelle Bestimmung derParameter nie m�oglich sein. Die Ho�nung bei der Betrachtung dieser Zusatzterme zumHubbard-Modell ist, da� sie (auch wenn sie im Vergleich zur on site-WechselwirkungU klein sind) eine qualitativ neue Physik erschlie�en.1Wie schon erw�ahnt, erstrecken sich die Summen �uber N�achst-Nachbar-Bindungen. Jedes Paar vonn�achsten Nachbarn wird also nur einmal gez�ahlt.



2.3. SYMMETRIEBRECHUNG 15Wir nehmen nur zwei Terme dazu: den V -Term, welcher eine reine Dichte{Wechsel-wirkung zwischen n�achsten Nachbarn beschreibt, und den F -Term, den wir wie folgtumschreiben:2 HF = 2FXhiji(�Si � Sj � 14ninj) (2.4)Hier ist der Spinoperator am Gitterplatz iSi = 12X��0 cyi����0cj�0 (2.5)der Spinoperator am Gitterplatz i mit Pauli-Matrizen ���0. Man erkennt die Wirkungvon HF als ferromagnetischer (F > 0) Heisenberg-Term.Das Modell, welches wir auf das Auftreten von Ferromagnetismus hin untersuchenwerden, hat also folgende Gestalt:Hext = �t Xhiji� �cyi�cj� + h:c:�+ UXi ni#ni" + (V � 12F )Xhijininj � 2F XhijiSi � Sj (2.6)2.3 SymmetriebrechungDas Hubbard-Modell wurde bisher f�ur den feldfreien Fall aufgeschrieben. Die Wechsel-wirkung mit einemmagnetischen Feld ist o�ensichtlich: Das Magnetfeld koppelt an dieMagnetisierung. HFM = �Xi h �mi (2.7)In geeigneten Einheiten ist die lokale Magnetisierung gleich dem Erwartungswert deslokalen Spins (mit der Konvention s = 1=2, also �h = e=(mec) = 1). Wenn man au�erdemals Quantisierungsachse die Feldrichtung w�ahlt, ist nur die z-Komponente von Nullverschieden, mi = hszi, also: HFM = �Xi h �n"i � n#i � (2.8)In Berechnungen, die diese Wechselwirkung einschlie�en, kann die Antwort des Systemsauf ein �au�eres, homogenes Magnetfeld h bestimmt werden.Die Magnetisierung pro Gitterplatz m l�a�t sich durch die Ableitung des Gro�kano-nischen Potentials 
 nach dem kanonisch konjugierten Feld, dem �au�eren Magnetfeldh, ausdr�ucken (N ist die Anzahl der Gitterpl�atze):m = � 1N @
@h (2.9)2Die vernachl�assigten Terme beschreiben ein Paarh�upfen (HX ) bzw. ein dichteabh�angiges H�upfen(HF 0 ).



16 KAPITEL 2. MODELLEDie zugeh�origen Suszeptibilit�at ist (vgl. Gleichung (1.4) ):�fm = � 1N @2
@h2 (2.10)Allgemein hat jedes Modell, dessen Hamilton-Operator isotrop im Spinraum ist,Eigenzust�ande mit der gleichen Symmetrie. Eine homogene, unmagnetische Phase istalso immer m�oglich. Falls der Zustand niedrigster Energie symmetriegebrochen, z.B.ferromagnetisch ist, zeigt sich die Instabilit�at in einer Divergenz der zugeh�origen Sus-zeptibilit�at.Dieses vom Ferromagnetismus wohlbekannte Konzept soll nun auf andere symme-triegebrochene Phasen erweitert werden. Dabei betrachten wir zun�achst antiferroma-gnetische Ordnung auf A-B-Gittern. Diese l�a�t sich durch ihren Ordnungsparameter,die sogenannte staggered Magnetisierungmst = 12 0@Xi2Ami �Xi2Bmi1A (2.11)beschreiben. Ein zugeh�origes Feld mu� die A-B-Symmetrie spinabh�angig brechen undwie ein Magnetfeld wirken, das auf A- und B-Gitterpl�atzen jeweils entgegengesetztesVorzeichen hat. Wir de�nieren es �uber seinen Wechselwirkungsterm:HAF = �hstmst = �12hst0@Xi2Ami �Xi2Bmi1A (2.12)Zur Vereinfachung der Notation f�uhren wir einen Untergitterindex � 2 fA;Bg ein,lassen den Ortsindex i nur noch �uber ein Gitter laufen und assoziieren � gleichzeitigmit den Werten �1. Auf dem A-Gitter hat � also den Wert 1, auf dem B-Gitter denWert �1. Analog soll der Spinindex � f�ur Spin " bzw. Spin # die Werte �1 annehmen.Im folgenden werden wir auch die Konvention �� = ��, �� = �� verwenden. Man erh�alt:HAF = �12 X�=�1Xi2� X�=�1 hst �� n�i� (2.13)Analog dem staggered Magnetfeld hst�� l�a�t sich ein untergitterabh�angiges chemi-sches Potential �st� als Feld einf�uhren, welches die Ausbildung von kommensurablenLadungsdichtewellen (charge density wave, CDW) unterst�utzt. Wenn man das chemi-sche Potential einbezieht, kann man den vollen Gro�kanonischen Hamilton-Operatorf�ur das Hubbard-Modell wie folgt schreiben:H = Ht +HU � 12 X�=�1Xi2� X�=�1 (� + �st�+ h� + hst��)n�i� (2.14)Bei Abwesenheit von �au�eren Feldern ist die Festlegung der Magnetisierungsachsevon ferro- bzw. antiferromagnetischer Ordnung, wie wir sie vorgenommen haben, keine



2.4. LIMES UNENDLICHER DIMENSIONEN 17Einschr�ankung. Auch bei ferromagnetischer Ordnung im �au�eren Magnetfeld bleibt diePhysik des urspr�unglichen, rotationsinvarianten Modells erhalten.Das �andert sich, wenn wir antiferromagnetischeOrdnung imMagnetfeld betrachten.Durch die gleichzeitige Festlegung der Achsen von antiferromagnetischer Ordnung undMagnetfeld in z-Richtung sind wir auf ein Modell mit Vorzugsrichtung (vgl. Kapitel 1.4)�ubergegangen. F�ur diejenigen Systeme, die tats�achlich eine solche Symmetriebrechungaufweisen, sollte dieses Modell daher relevant sein.Der vorgestellte Formalismus l�a�t sich auch auf inkommensurable Phasen, das hei�tPhasen, die eine geringere r�aumliche Symmetrie als die AB-Struktur haben, verallge-meinern. Eine Betrachtung solcher Phasen, deren wichtigste Klasse die der Spindich-tewellen ist, ist jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit.2.4 Limes unendlicher DimensionenWie schon erw�ahnt, ist das Hubbard-Modell in Dimensionen d > 1 nicht exakt l�osbar.Man ist auf N�aherungen angewiesen. Wirklich kontrolliert ist eine N�aherung dann,wenn sich ein (kleiner) Parameter angeben l�a�t, bei dessen Verschwinden die N�ahe-rung exakt ist. BeimHubbard-Modell liegt beispielsweise eine Entwicklung um den Fallunabh�angiger Elektronen, dem Fermi-Gas, nahe. Der Parameter f�ur eine St�orungsent-wicklung ist dann U=t. Der Geltungsbereich einer solchen Entwicklung ist allerdingsfraglich [Met89a]. Eine Entwicklung um den atomaren Limes hat mit der Schwierigkeitzu k�ampfen, da� dessen Grundzustand maximal entartet ist. ImFall halber Bandf�ullungkann man in diesem Grenzfall Doppelbesetzungen (die f�ur U = 1 verboten sind) her-ausprojizieren und eine Entwicklung in der H�upfamplitude t vornehmen [Bul68].Da der interessanteste Bereich des Hubbard-Modells aber gerade der ist, in demkinetische und potentielle Energie etwa gleich stark sind, ist es w�unschenswert, N�ahe-rungsmethoden verwenden zu k�onnen, die beide Terme gleichberechtigt behandeln.Im Bereich mittlerer Kopplung tritt beispielsweise bei halber Bandf�ullung der Metall-Isolator-�Ubergang auf (f�ur eine �Ubersicht siehe [Geb96]) und ist die antiferromagne-tische Tendenz am gr�o�ten. Der Limes hoher Spinquantenzahl, in dem sich z. B.das (U = 1)-Anderson-Impurity-Modell [And63] mit der non crossing approximation,NCA, exakt l�osen l�a�t [Gre83, Kur83], ist auf das Hubbard-Modell nicht anwendbar,ohne es trivial werden zu lassen [Czy92a, Czy92b, vD92]. F�ur ein Spin-1=2-Teilchenkann diese N�aherung auch recht drastisch erscheinen. Sehr viel nat�urlicher ist es, f�urein dreidimensionales Gitter den Limes unendlicher Koordinationszahl bzw. Dimensionzu betrachten, was wir im folgenden tun wollen.In einem Bravais-Gitter hat jeder Gitterplatz die gleiche Anzahl n�achster NachbarnZ (auch Koordinationszahl genannt). In drei Dimensionen (d = 3) ist Z = 6 f�ur eineinfach kubisches (s.c.) Gitter (Z = 2d f�ur hyperkubische Gitter), Z = 8 f�ur ein kubischraumzentriertes (b.c.c.) Gitter und Z = 12 f�ur ein kubisch 
�achenzentriertes (f.c.c.)Gitter. Mit O(10) ist Z in den praktisch relevanten F�allen also recht gro�, so da� 1=Zklein ist und daher die Betrachtung des Grenzfalls Z !1 nahe liegt.



18 KAPITEL 2. MODELLEF�ur Spinmodelle wie das Heisenberg-ModellH = �J Xhi jiSi � Sj (2.15)ist dieser Limes wohlbekannt. Er f�uhrt zur Weiss-Molekularfeld-Theorie. Damit dieEnergiedichte endlich bleibt, mu� J hier f�ur Z !1 wieJ = J�Z ; J� konstant; (2.16)skaliert werden.2.4.1 Skalierung und Vereinfachungen im Hubbard-Modell1989 konnten W. Metzner und D. Vollhardt [Met89b] zeigen, da� der Grenzfall Z !1auch f�ur Modelle itineranter Elektronen wie das Hubbard-Modell n�utzlich ist. Sie wiesendarauf hin, da� eine Skalierung existiert, in der dieses Modell f�ur Z = 1 nicht trivialist, das hei�t, in dem sowohl der kinetische als auch der potentielle Energieterm endlichbleiben.Die Hubbard-Wechselwirkung U ist lokal, also von der Koordinationszahl unabh�an-gig, und mu� folglich nicht skaliert werden. Die kinetische Energie ist bei gegebenemParameter t stark gitterabh�angig. Das hyperkubische Gitter (Gitterkonstante = 1) hatin d Dimensionen die Dispersion�k = �2t dXn=1 cos(kn) � O(tpd): (2.17)Die Proportionalit�at zu pd ergibt sich f�ur ein generisches, d.h. zuf�allig gew�ahltes k nachdem Gesetz der gro�en Zahl aus der Summation �uber d zuf�allig aus dem Intervall [�1; 1]genommene Zahlen. Eine m�ogliche Skalierung ist also hier t = t�=p2d, t� dimensions-unabh�angig. Allgemein (die Zahl n�achster Nachbarn Z ist nicht f�ur alle Gittertypenproportional zur Dimension d) mu� folgende Skalierung gew�ahlt werden:t = t�pZ (2.18)Die bez�uglich der Dimension konstante Gr�o�e t� legt in Verbindung mit dem Gitterdie Bandbreite fest.Die Skalierung des N�achst-Nachbar-H�upfens impliziert, da� die korrespondierendeEin-Teilchen-Green-Funktion (auch als Propagator bezeichnet) des nichtwechselwirken-den Systems die gleiche Z-Abh�angigkeit hat. F�ur benachbarte Gitterpl�atze i und j giltalso:3 G0ij;� � 1pZ : (2.19)3Hinweise zum verwendeten Formalismus werden im Anhang A gegeben.



2.4. LIMES UNENDLICHER DIMENSIONEN 19Diese Eigenschaft ist urs�achlich f�ur alle Vereinfachungen im Limes Z ! 1. Sie im-pliziert den Kollaps aller verbundenen, irreduziblen st�orungstheoretischen Diagrammeim Ortsraum. Insbesondere wird die volle, irreduzible Selbstenergie lokal und damitimpulsunabh�angig. Komplizierte Integrationen im Impulsraum fallen weg. Die Theoriehat damit den Charakter einer mean �eld-Theorie, wobei aber nur �uber den Ortsraumgemittelt wird. Die Frequenzabh�angigkeit bleibt erhalten, weswegen der Limes d! 1h�au�g auch als dynamische mean �eld-Theorie bezeichnet wird.42.4.2 Anwendung auf das erweiterte Hubbard-ModellF�ur Z ! 1 m�ussen im erweiterten Hubbard-Modell neben der H�upfamplitude t auchdie N�achst-Nachbar-Wechselwirkungen skaliert werden, und zwar genau wie in den imAbschnitt 2.4 aufgef�uhrten Spinmodellen mit 1=Z (siehe z. B. [Itz89]):t = t�pZ ; F = F �Z ; V = V �Z (2.20)Im Grenzfall Z =1 wird ganz analog dem Fall der Spinmodelle f�ur die N�achst-Nach-bar-Wechselwirkungen die Weiss-Molekularfeld-Theorie, die hier der Hartree-Theorieentspricht, exakt [MH89]. Produkte von Z�ahloperatoren, die sich auf n�achste Nachbarnbeziehen, lassen sich also entkoppeln:n�i n�j �! n�i hn�j i+ hn�i in�j � hn�i ihn�j i (2.21)Wenn wir auch hier die Magnetisierungsachse in die z-Richtung legen, lassen sich dieSpinoperatoren einfach durch die spinabh�angigen Anzahloperatoren n�i ausdr�ucken:Si �! szi = 12(n"i � n#i ) = 12X� �n�i (2.22)Wir setzen nun Homogenit�at auf den A-Gitterpl�atzen untereinander, sowie auf denB-Gitterpl�atzen untereinander voraus:hn�i i = ( n�A : i 2 An�B : i 2 B (2.23)Die Gr�o�en ohne Ortsindizes i oder j bezeichnen in diesemAbschnitt Erwartungswerte,keine Observablen.Die Summen �uber die n�achsten Nachbarn lassen sich o�ensichtlich so ausf�uhren,da� i immer dem A-Gitter und j immer dem B-Gitter zugeordnet ist. Der Deutlichkeithalber f�ugen wir einen Gitterindex dazu und betrachten zun�achst den Spin-Spin-Term:�2FXhijiSi � Sj = �12F Xhiji;i2A;j2B;��0n�iA��0n�0jB4F�ur Reviews siehe [Vol93, Vol94, Geo93].



20 KAPITEL 2. MODELLE(2.21)�! �12F 0@ Xi2A;��0 n�iAZ��0n�0B + Xj2B;��0Zn�A��0n�0jB � N2 Zn�A��0n�0B1A= �F �2 X�;i2�;��n�i�m�� + NF �4 mAmB (2.24)N bezeichnet die Anzahl der Gitterpl�atze, m� (n�) sind die homogene Magnetisierung(Besetzung) des Untergitters �.Eine analoge Umformung f�ur den Dichte-Dichte-Term f�uhrt auf das folgende e�ek-tive Modell:Hext = � t�pZ Xhiji� �cyi�cj� + h:c:�+ UXi ni#ni" + NF �4 mAmB � N2 (V � � 12F �)nAnB+ X�;i2�;�n�i� ��F �2 �m�� + (V � � 12F �)n��� (2.25)Man erkennt, da� die N�achst-Nachbar-Wechselwirkungen wie ein spin- und untergit-terabh�angiges chemisches Potential wirken. In der homogenen Phase verschwindet derSpin-Spin-Term (m� = 0), der Dichte-Dichte-Term f�uhrt nur zu einer Renormierungdes chemischen Potentials, tr�agt folglich bei vorgegebener Dichte ebenfalls nicht bei.Der Hamilton-Operator wird also im Limes Z = 1 durch die N�achst-Nachbar-Wechselwirkungen erst in symmetriegebrochenen Phasen beein
u�t! Diese Eigenschafterlaubt es uns (wie in Abschnitt 3.2 dargestellt wird), Suszeptibilit�aten des erweitertenHubbard-Modells aus Observablen des reinen Hubbard-Modells zu berechnen.2.4.3 Abbildung des Hubbard-Modells auf ein Single-Impurity-Modell mit selbstkonsistent zu bestimmendem MediumF�ur ungeordnete, nichtwechselwirkende Systemewie das Anderson-Modell mit diagona-ler Unordnung wird seit langem erfolgreich die coherent potential approximation (CPA)eingesetzt [Tay67, Sov67] (f�ur Reviews siehe [Yon73, Kru74]). Diese beruht auf demAnsatz einer impulsunabh�angigen Selbstenergie und wird im Limes Z = 1 exakt. DieCPA wurde von V. Jani�s auf wechselwirkende Systeme verallgemeinert (generalized co-herent potential approximation, GCPA)[Jan91]. Die mit dieser N�aherung verbundeneMethode l�a�t sich insbesondere auf das in dieser Arbeit untersuchte Hubbard-Modellim Limes hoher Dimensionen anwenden. Sie liefert Gleichungen, die in diesemGrenzfallexakt sind. Sie sind jedoch (wie das ungen�aherte Hubbard-Modell), nicht ohne weite-re N�aherungen analytisch l�osbar. Ihre iterative, numerische L�osung wird im n�achstenKapitel besprochen.Wir beschr�anken uns f�ur den Rest des Kapitels auf das reine Hubbard-Modell.Die der Abbildung zugrundeliegende Idee ist, aus dem Gitter einen Gitterplatz her-auszugreifen. Die umgebenden Gitterpl�atze bilden f�ur diesen ein e�ektives Medium,



2.4. LIMES UNENDLICHER DIMENSIONEN 21welches durch seine Selbstenergie beschrieben wird.5 Diese ist (Limes Z = 1) impul-sunabh�angig, aber orts,- spin- und frequenzabh�angig. Wir lassen als r�aumliche Sym-metriebrechung nur eine A-B-Struktur zu, die Ortsabh�angigkeit reduziert sich dannauf den Untergitterindex �. Die Wirkung dieses Mediums auf den ausgezeichneten Git-terplatz, das hei�t die Ein-Teilchen-Green-Funktion dieses Gitterplatzes l�a�t sich beigegebener Selbstenergie angeben (siehe unten). Gitterplatz plus Medium entsprecheneinem Single-Impurity-Anderson-Modell. Um das Impurity-Modell mit dem urspr�ung-lichen Problem zu verkn�upfen, mu� die das Medium beschreibende Selbstenergie mitder Selbstenergie des herausgegri�enen Gitterplatzes in Beziehung gesetzt werden.Zur formalen Herleitung der Gleichungen wird BaymsKonzept der erhaltenen N�ahe-rungen verwendet [Bay62]. In der Sprache der St�orungstheorie entspricht einer N�ahe-rung eine bestimmte Auswahl an Skelettdiagrammen der irreduziblen Selbstenergie.Baym zeigte Kriterien auf, wie man aus einer Auswahl solcher Diagramme thermo-dynamisch konsistente Gleichungen ableiten kann. Ein Weg dazu ist der feldtheoreti-sche Zugang �uber die Darstellung des Gro�kanonischen Potentials durch ein, hier f�urden homogenen Fall geschriebenes, Funktional:6
(�; G) = 1� ��(G)� Tr(�G)� Tr ln ((G0)�1 � �)� (2.26)Dieses liefert das physikalische Gro�kanonische Potential, wenn die "wahren\ Selbst-energien und Green-Funktionen eingesetzt werden. Entscheidend ist aber, da� dasFunktional-Integral durch diese physikalischen Selbstenergien und Green-Funktionenminimiert wird und somit zwei Gleichungen zur Bestimmung von G und � liefert :�
�� = 0; �
�G = 0 (2.27)Bei der funktionalen Ableitung nach � spielt das unbekannte �(G) keine Rolle, manerh�alt als erste Bestimmungsgleichung die Dyson-GleichungG�1 = (G0)�1 � �: (2.28)Die andere Gleichung soll das Impurity-Problembeschreiben. Dazu mu� das Potential �angegeben werden. Im Limes Z =1 ist dies exakt m�oglich. Wir wollen im Hinblick aufdie weitere Anwendung an dieser Stelle auf die Betrachtung der A-B-Phase �ubergehen.Insgesamt nimmt das Funktional dort folgende Form an [Jan91]:2N 
(�; G) = ~
� X�=A;B
0� + X�=A;B
WW� (2.29)Die auftretenden Terme k�onnen analog dem homogenen Fall im Impurity-Bild inter-pretiert werden:5Zum Formalismus vgl. Anhang A.6�(G) ist ein im allgemeinen unbekanntes Funktional.
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 stellt das Gro�kanonische Potential unabh�angiger, nicht wechselwirkender Fer-mionen in einem frequenzabh�angigen Medium ���n mit H�upfen zwischen A- und B-Gitterpl�atzen dar:7~
med = �T Xn k � lnG�k n= �TX� n Z 1�1 d�D(�) lnf(i!n + �� ��An)(i!n + �� ��Bn)� �2g (2.30)
0� liefert das Potential eines Gitterplatzes � im Medium ���n und wird von ~
 abge-zogen, um im n�achsten Schritt durch das wechselwirkende Potential 
WW� ersetzt zuwerden: 
0� = �TX� n lnnG��n�1o (2.31)
WW� stellt das wechselwirkende Potential dar:
WW� = �T lnZ� � �T ln Z D	D	� eA�(	;	�;�;G) (2.32)Die Zustandssumme Z� wurde hier durch ein Funktional-Integral �uber mit 	 be-zeichnete Gra�mann-Variablen ausgedr�uckt. Diese antikommutierenden Zahlen �uber-nehmen die Rolle der Erzeuger und Vernichter der Besetzungszahl-Schreibweise [Neg88].In einer Darstellung, in der die Schreibweise in imagin�arer Zeit mit der Fourier-transfor-mierten Form, der Schreibweise in Matsubara-Frequenzen gemischt ist, sieht die Wir-kung A wie folgt aus:A�(	;	�;�; G) = X� n 	�n�fG��n�1 +���ng	�n�U Z �0 d� 	�"(�)	"(�)	�#(�)	#(�) (2.33)Man erkennt, da� die Wirkung A in ihrer funktionalen Form von � und G nur �ubereinen e�ektiven lokalen Propagator G�1 = G�1 + � abh�angt. Dieser beinhaltet dieWechselwirkung mit dem Medium, nicht jedoch die Wechselwirkung auf dem Gitter-platz selbst.Jetzt sind wir durch funktionale Ableitung ( �
�G = 0) in der Lage, auch die Gleichungf�ur das Impurity-Problem anzugeben:G��n = G��n[G] = 1Z� Z D	D	� 	�n�	�neA�(	;	�;�;G) (2.34)Die Dyson-Gleichung (2.28) wird durch das Zulassen einer A-B-Symmetriebrechungleicht modi�ziert: G��n = G��n[�] = Z 1�1 d�D(�) z���nz�Anz�Bn � �2 (2.35)mit z��n = i!n + �� ���n7Der Index n bezieht sich hier und im folgenden immer auf die Matsubara-Frequenzen [Neg88].



2.5. GITTER UND ZUSTANDSDICHTE 23Diese beiden Gleichungen beschreiben exakt und vollst�andig das Hubbard-Modell imLimes Z = 1, wenn man ein paares Gitter betrachtet und sich auf kommensurablePhasen beschr�ankt.2.5 Gitter und ZustandsdichteWie man an den Gleichungen (2.34) und (2.35) sieht, sind f�ur das Hubbard-Modellim Limes Z = 1 nur zwei Eigenschaften des Gitters wichtig: Paarheit (sonst w�arenVerallgemeinerungen notwendig) und die (nichtwechselwirkende) Zustandsdichte.Das zur Herleitung der Skalierung benutzte hyperkubische Gitter scheint auf denersten Blick ein typisches Gitter auch im Limes Z =1 zu sein. Im Gegensatz zu demendlichdimensionalen Fall, in dem das N�achst-Nachbar-H�upfen bei beliebigen Gitternstets zu freien Zustandsdichten mit algebraischen Bandkanten f�uhrt, ist die Zustands-dichte des hyperkubischen Gitters in Z =1 Gau�sch:D(�) = 1p2�t� exp(� �22t�2) (2.36)Zust�ande existieren also f�ur beliebig hohe und niedrige Energien.8 Diese unphysikalischeEigenschaft pa�t schlecht zu der Vorstellung eines schmalen Bandes, welches energetischvon den �ubrigen B�andern getrennt ist.Eine der Realit�at n�aherkommende und dem Hubbard-Modell angemessenere Zu-standsdichte hat das Bethe-Gitter, auch Cayley-Baum genannt. Dabei handelt es sichnicht um ein konventionelles, auf einem Vektorraum de�niertes Gitter, sondern um einFraktal. Einer Gitterzelle (siehe Abbildung 2.1, links) entspricht ein Knoten, in demsich ein Stamm in eine Anzahl K von �Asten verzweigt. K wird Konnektivit�at genannt.Diese �Aste verzweigen sich an h�oheren Knoten weiter, der Stamm des "Einheitsbaums\ist selbst auch Ast. Die wesentliche Eigenschaft des Bethe-Gitters ist, da� es keineLoops hat, das hei�t, es existieren keine ringf�ormigen Trajektorien. Dadurch und durchdie Angabe der Konnektivit�at ist es vollst�andig bestimmt. Die Koordinationszahl isto�ensichtlich Z = K + 1.Im Limes Z = 1 ist die Zustandsdichte (Energien sind hier und im folgenden aufdie halbe Bandbreite normiert; d.h. es wird 2t� = 1 gesetzt) gegeben durch [Eco79]D(�) = 2�p1� �2: (2.37)In Abbildung 2.1 (rechts) ist diese Zustandsdichte den Zustandsdichten von realen Git-tern in endlichen Dimensionen gegen�ubergestellt. Man erkennt schon bei drei Dimen-sionen eine qualitative Ann�aherung. Diese �Ubereinstimmung rechtfertigt letztendlichdie Verwendung des Bethe-Gitter. Ebenfalls naheliegend ist es, in das Modell einfachZustandsdichten von dreidimensionalen Gittern einzusetzen.8Die Symmetrie der Zustandsdichte um � = 0 resultiert aus der A-B-Symmetrie des Gitters undl�a�t sich f�ur alle paaren Gitter durch eine Teilchen-Loch-Transformation zeigen [Lie68].
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Abbildung 2.1: Schema der Topologie eines Bethe-Gitters mit Konnektivit�at K = 2 (links).Gestrichelt ist eine "Gitterzelle\ eingezeichnet. Rechts: Vergleich der Zustandsdichten von 1-,2- und 3-dimensionalen hyperkubischen (hc) Gittern mit der des 1-dimensionalen Bethe-Gitters.Ein praktischer Vorteil des Bethe-Gitters ist, da� sich mit Gleichung (2.37) dasIntegral der Dyson-Gleichung (2.35) leicht analytisch ausf�uhren l�a�t:G��n = 2z���n  1�s1� 1z�Anz�B n! (2.38)Sogar das Au
�osen nach der Selbstenergie ist hier m�oglich. Betrachtet man n�amlichdas Produkt der Green-Funktionen von A- und B-Gitter (Spin- und Frequenzindizeswerden vor�ubergehend unterdr�uckt)GAGB = 4zAzB  1�s1� 1zAzB!2 ; (2.39)so l�a�t sich zun�achst das Produkt zAzB durch die Green-Funtionen ausdr�ucken:zAzB = (4 + GAGB)216GAGB (2.40)Einsetzen dieses Zwischenresultates in Gleichung (2.38) liefert das beeindruckendeinfache Ergebnis i!n + � � ���n = z��n = G��n � 1 + 14G���n: (2.41)



2.5. GITTER UND ZUSTANDSDICHTE 25Der inverse e�ektive lokale Propagator eines Elektrons auf dem Untergitter � h�angtfolglich nur von der Green-Funktion des Gitters �� ab:G��n � 1 = G��n � 1 + ���n = i!n + �� 14G���n (2.42)Damit ist es m�oglich, die Selbstenergie aus Gleichung (2.34) zu eliminieren:G��n = G��n[G] = 1Z� Z D	D	� 	�n�	�neA�(	;	�;G) (2.43)A�(	;	�; G) = X� n 	�n�fi!n + �� 14G���ng	�n�U Z �0 d� 	�"(�)	"(�)	�#(�)	#(�) (2.44)Diese Gleichung kann direkt iterativ gel�ost werden. Die Selbstenergie erh�alt man an-schlie�end �uber Gleichung (2.41) oder �uber die modi�zierte Dyson-Gleichung (2.35).9

9Der im n�achsten Kapitel vorgestellte Algorithmus nutzt diese Vereinfachung nicht aus.
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Kapitel 3MethodenNeben den im folgenden beschriebenen numerischen Methoden wurden in dieser Arbeitauch Rechnungen in der in Kapitel 2 schon erw�ahnten Hartree-Fock-N�aherung durch-gef�uhrt. Diese Standard-Methode wird in einschl�agigen Lehrb�uchern beschrieben. Eswerden auch Vergleiche mit Aussagen des tJ-Modells angestellt. In diesemModell, wel-ches den Grenzfall U ! 1 des Hubbard-Modells nahe halber F�ullung beschreibt, sindDoppelbesetzungen aus dem Zustandsraum herausprojiziert. Bei halber Bandf�ullungerh�alt man als e�ektives Modell das Heisenberg-Modell. Die Kopplungskonstante wirdin (4.27) angegeben. Eine sch�one Einf�uhrung �ndet sich in [Vol94].3.1 Quanten-Monte-Carlo AlgorithmusIm Limes unendlicher Dimensionen konnte in Kapitel 2 eine exakte Abbildung desHubbard-Modells auf ein System von zwei Gleichungen (2.34) und (2.35), deren letz-tere ein kompliziertes Funktionalintegral enth�alt, angegeben werden. Diese Gleichun-gen erlauben im Prinzip die Bestimmung von Selbstenergie � und Ein-Teilchen-Green-Funktion G.1 W�aren diese Gleichungen allgemein, insbesondere also unter Ber�ucksichti-gung aller Matsubara-Frequenzen !n l�osbar, so lie�en sich zumindest alle Ein-Teilchen-Gr�o�en sofort angeben.Wie im folgenden dargestellt wird, kann eine L�osung tats�achlich numerisch be-stimmt werden, dabei mu� allerdings eine Diskretisierung der imagin�aren Zeit in In-tervalle �� eingef�uhrt werden. In der diskreten Form der Fourier-Transformation kanndaher nur eine endliche Zahl von Matsubara-Frequenzen ber�ucksichtigt werden. F�ur�� ! 0 passiert zweierlei: erstens konvergieren f�ur festes !n die berechneten Gr�o�en�n � �!n und Gn gegen ihre wahren Werte, zweitens geht die Anzahl der Frequenzen,f�ur die �n und Gn �uberhaupt berechnet werden, gegen unendlich. In Abbildung 3.1 istdiese doppelte Konvergenz illustriert.F�ur statische Gr�o�en darf man wegen der Summation �uber die Matsubara-Frequen-zen erwarten, da� der �Ubergang �� ! 0 besonders schnell zu einer Konvergenz f�uhrt.1Einige Informationen zum verwendeten Formalismus sind in Anhang A zusammengestellt.27
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Abbildung 3.1: Imagin�arteil von Ein-Teilchen-Green-Funktion und Selbstenergie bei U = 2,n = 1, T = 1=8, berechnet f�ur verschiedene Anzahl L von Diskretisierungsschritten.Insbesondere sind hier die Fehler kleiner als bei den frequenzabh�angigen Gr�o�en. Daherwird die im letzten Abschnitt dieses Kapitels n�aher erl�auterte Extrapolation immer anden untersuchten Observablen und nicht an den frequenzabh�angigen Gr�o�en selbstvorgenommen.Das f�ur die Quanten-Monte-Carlo-Simulationen verwendete Programm stammt vonM. Ulmke [Ulm95]. Es basiert auf dem Quanten-Monte-Carlo-Algorithmus von Hirschund Fye [Hir86]. Die von K. Held auf AB-Phasen verallgemeinerte Fassung [Hel95]wurde in der vorliegenden Arbeit um die Berechnung von Suszeptibilit�aten bei Ber�uck-sichtigung von N�achst-Nachbar-Wechselwirkungen erweitert.3.1.1 IterationswegWie in Abschnitt 2.5 erw�ahnt, lassen sich die selbstkonsistent zu l�osenden Gleichungenim untersuchten Fall des Bethe-Gitters zusammenfassen, so da� eine direkte Iterationm�oglich w�are.Damit w�urden wir jedoch die Allgemeinheit bez�uglich des (paaren) Gitters verlieren.Bei Rechnungen in St�orungstheorie, in denen verwandte Gleichungen iteriert werden,hat sich herausgestellt, da� die direkte Iteration schlechtere Konvergenzeigenschaftenhat. Ob dies hier auch gilt, m�u�te ein Vergleich kl�aren. Wir gehen in diesem Kapiteldavon aus, da� die Gleichungen (2.34) und (2.35) selbstkonsistent zu l�osen sind. Sie



3.1. QUANTEN-MONTE-CARLO ALGORITHMUS 29seien hier noch einmal aufgef�uhrt:G��n (2:34)= 1Z� Z D	D	� 	�n�	�neA�(	;	�;�;G) (2:35)= Z 1�1 d�D(�) z���nz�Anz�Bn � �2mitz��n = i!n + � � ���nA�(	;	�;�; G) = X� n 	�n�fG��n�1 + ���ng	�n � U Z �0 d� 	�"(�)	"(�)	�#(�)	#(�)Gleichungen (2.34) und (2.35) sind nach den Ein-Teilchen-Green-Funktion auf-gel�ost, weshalb eine direkte Iteration nicht m�oglich ist. Da die Wirkung A aber nurvon dem inversen e�ektiven Propagator G�1 abh�angt, l�a�t sich folgenderma�en einegeschlossene Iteration ausf�uhren:1. Zun�achst w�ahlt man eine Selbstenergie. Dies kann die Selbstenergie des nichtwechselwirkenden Systems, eine symmetriegebrochene Selbstenergie oder, um Ite-rationen zu sparen, die Selbstenergie f�ur einen �ahnlichen Parametersatz sein.2. Mit Hilfe der Selbstkonsistenzgleichung (2.35) berechnet man die Green-Funk-tion.3. Aus Selbstenergie und Green-Funktion erh�alt man die inverse e�ektive Green-Funktion mittels der HilfsgleichungG�1 = G�1 +�: (3.1)4. Das so de�nierte lokale Problem wird mit dem im folgenden beschriebenen Quan-ten-Monte-Carlo{Algorithmus gel�ost, das hei�t, die Ein-Teilchen-Green-Funktionwird berechnet, man erh�alt ein neues G.5. Dieselbe Hilfsgleichung (3.1) liefert aus diesem neuen G und dem alten G�1wieder eine Selbstenergie �.Nach einem ersten Durchlauf kann das Verfahren mit dem zweiten Punkt fortgesetztwerden. Es wird (bei gegebenem��) bis zur numerischen Konvergenz wiederholt. Diesewird an der �Anderung der Selbstenergie von einem Durchlauf zum n�achsten gemessen.3.1.2 L�osung des lokalen ProblemsZeitdiskretisierung und Hubbard-Stratonovich-TransformationWie man physikalisch leicht einsieht, h�angt die Schwierigkeit bei der L�osung des lokalenProblems mit dem Wechselwirkungsterm U zusammen. In Abwesenheit dieses Terms



30 KAPITEL 3. METHODENw�are die Zustandssumme durch eine Gau�-Integration zu erhalten, welche auch beiGra�mann-Variablen leicht durchzuf�uhren ist.Der Plan ist nun, diesen st�orenden Zwei-Fermionen-Term, der also quartisch in denGra�mann-Variablen ist, durch eine Gau�-Transformation, hier der diskreten Hubbard-Stratonovich-Transformation [Hir83], loszuwerden. Dazu mu� der Term jedoch alleinim Exponenten stehen. Dies wird durch die Trotter-Suzuki-Zerlegung [Tro59, Suz76]bewirkt, die wir zun�achst besprechen wollen.Allgemein bekannt ist die Campbell-Baker-Hausdor�-Formel (A, B seien Matrizenoder Operatoren): eAeB = eA+B+12 [A;B]+ 112 [A;[A;B]]+::: (3.2)Es treten also Kommutatoren auf. Die Trotter-Formel weist einen Weg der Entkopp-lung: eA+B = limL!1�eAL eBL�L (3.3)Es bietet sich an, die Zerlegung des Hamilton-Operators mit einer Zeitdiskretisierungzu verbinden, die ohnehin notwendig ist, um das Integral �uber die imagin�are Zeit zubehandeln. Dazu f�uhren wir eine Zeitdiskretisierung � = l�� (l ganzzahlig) ein mit�� = �L (3.4)(L ist die Anzahl der Zeitschritte) und schreiben die Wirkung ganz in der imagin�arenZeit:2 A�(	;	�;G) = ��2 L�1X� l;l0=0	��l�G���1(l�� � l0��)	��l0���U L�1Xl=0 	"�l�	"�l	#�l�	#�l (3.5)Wir f�uhren die Abk�urzung G��ll0 := G��(l�� � l0��) (3.6)ein und nehmen eine Trotter-Suzuki-Zerlegung [Tro59, Suz76] vor:exp (A�(	;	�;G)) � L�1Yl=0 0@exp0@��2 L�1X� l=0	��l�G��ll0	��l01A exp����U	"�l�	"�l	#�l�	#�l�1A(3.7)2Die diskrete Form der Fourier-Transformation ist im Anhang A angegeben. Tats�achlich wird imProgramm bei der Fourier-Transformation eine Gl�attung vorgenommen. Dieses von M. Ulmke ent-wickelte Verfahren [Ulm95] verhindert, da� die zeitdiskretisierten Green-Funktionen um den Grenz-wert f�ur �� ! 0 oszillieren. Dabei wird ausgenutzt, da� die im folgenden abgeleiteten Gleichungenohnehin nur in f�uhrender Ordnung in �� korrekt sind: Im Limes �� ! 0 verschwindet auch der mitder Gl�attung verbundene Fehler. Zus�atzlich ist das Verfahren f�ur jedes �� im atomaren Grenzfallt� ! 0 korrekt.



3.1. QUANTEN-MONTE-CARLO ALGORITHMUS 31An dieser Stelle ist es sinnvoll, das chemische Potential zu renormieren, d.h. umU=2 zu verschieben:3Un"in#i � �(n"i + n#i ) �! U(n"in#i � 12(n"i + n#i ))� ~�(n"i + n#i )= �U2 (n"i � n#i )2 � ~�(n"i + n#i ) (3.8)Die Gleichheit zur 2. Zeile folgt aus der Idempotenz (n�i )2 = n�i der Z�ahloperatoren.Jetzt sind wir in der Lage, die Hubbard-Stratonovich-Transformation durchzuf�uh-ren. Die kontinuierliche Form entspricht einer Gau�-Transformation:exp���U2 (	"�l�	"�l �	#�l�	#�l)2� =1p2���U Z dsl exp(� s2l2��U � (	"�l�	"�l �	#�l�	#�l)sl) (3.9)Da die Gra�mann-Variablen 	��l jeweils nur in einem Produkt auftreten, welches demZ�ahloperator n�� entspricht, ist eine Transformation genau dann korrekt, wenn sie f�urjeden Eigenwert der Z�ahloperatoren (0 und 1) korrekt ist. Durch Einsetzen veri�ziertman, da� diese Bedingung f�ur folgende diskrete Form der Hubbard-Stratonovich-Trans-formation erf�ullt ist:exp���U2 (	"�l�	"�l �	#�l�	#�l)2� = 12 Xsl =�1 exp����(	"�l�	"�l �	#�l�	#�l)sl�mit cosh(���) = exp(��U=2) (3.10)Die Hilfsvariable sl, deren Benutzung erlaubt, einen hyperbolischen Kosinus als Summevon Exponentialfunktionen zu schreiben, nimmt nur die Werte �1 an. Einerseits wirkendie Hilfsvariablen auf die Fermionenoperatoren wie ein Magnetfeld, andererseits lassensie sich bei gegebenen Fermionenoperatoren als klassische Ising-Spins im Magnetfeldinterpretieren.Indem wir jetzt die Trotter-Suzuki-Zerlegung (3.7) nochmals anwenden, erhaltenwir das folgende Funktionalintegral f�ur die Ein-Teilchen-Green-FunktionG��ll0 = 1Z Xfsl=�1g Z D	D	� 	��l1�	��l2 exp8<:X��ll0	��l�M�fslg�ll0 	��l09=; ; (3.11)mit M�fslg�ll0 = ��2G��ll0�1 ����ll0� �sl: (3.12)Die Anwendung des Wickschen Theorems (siehe z.B. [Neg88]) auf jeden Summandenliefert das ResultatG�� = 1Z� Xfsl=�1g(M�fslg� )�1ll0 detM"fslg� detM#fslg� : (3.13)3Diese Verschiebung hat auch den Vorteil, da� ~� = 0 f�ur alle U der halben F�ullung entspricht.



32 KAPITEL 3. METHODENDie fettgedruckten Gr�o�en bezeichnen Matrizen, die durch ihre Komponenten de�niertsind, wie z.B. (G��)ll0 = G��ll0 = G��(l�� � l0��): (3.14)Das komplizierte Funktionalintegral ist durch Einf�uhrung der Zeitdiskretisierungalso auf eine einfache Summe von Matrizen zur�uckgef�uhrt worden. Da �uber jede Kon�-guration der L Ising-Spins summiert wird, sind dabei allerdings 2L Terme zu addieren.Bei naiver Implementation m�u�ten f�ur jeden Term eine L � L-Matrix invertiert undzwei Determinanten berechnet werden. Der Aufwand f�ur jeden Summanden w�are da-mit proportional zu L3. Im n�achsten Abschnitt wird ein Verfahren zur Reduktion derOrdnung auf L2 beschrieben.Schon an dieser Stelle sei auch die im folgenden noch ben�otigte Zustandssummeangegeben: Z� = Xfsl=�1g detM"fslg� detM#fslg� (3.15)Die Zwei-Teilchen-Green-Funktion l�a�t sich analog ausdr�ucken. Sie wird erst in Ab-schnitt 3.2 de�niert und mit Hilfe der Matrizen M�fslg� dargestellt.Aufdatierung der MatrizenZumindest bei vollst�andiger Summation (das hei�t, alle Summandenwerden tats�achlichberechnet) steht es frei, die Summe �uber die Hilfsspins in Gleichung (3.13) so anzuord-nen, da� von einem Summanden zum n�achsten nur ein Hilfsspin sm umgeklappt wird.F�ur die Matrizen M�fslg� (mit Komponenten l1; l2), deren Untergitter- und Spinkon�-gurationsabh�angigkeit wir im Augenblick unterdr�ucken wollen, bedeutet das ([Bla81]):M� sm!�sm�! M�0 = M� +��m (3.16)= �1 +��m(M�)�1�M� (3.17)mit ��mll0 = �ll0�lm 2�� � �sl (3.18)Das Verh�altnis der Determinanten von neuer und alter Matrix l�a�t sich aus der Kennt-nis der Inversen der alten Matrix leicht bestimmen:4R�m := det(M�0)det(M�) = det �1+��m(M�)�1�= 1 + 2�� � �sm (M�)�1mm (3.19)Die Inversion von M ist ebenfalls elementar, man erh�alt:(M�0)�1 = (M�)�1 + 1R�m (M�)�1��m(M�)�1 (3.20)4Da ��m nur ein nichtverschwindendes Element hat, ist ��m(M�)�1 nur in Zeile m vonNull verschieden. Die Determinante von 1 + ��m(M�)�1 ist folglich gleich dem Produkt ihrerDiagonalelemente.



3.1. QUANTEN-MONTE-CARLO ALGORITHMUS 33Der Aufwand f�ur die Neuberechnung eines Summanden von (3.13) nach einem Spin
ipist damit auf O(L2) reduziert worden.Die vollst�andige Summation ist also ein Verfahren mit in L exponentiell steigendemAufwand der Ordnung O(2LL2) und nur f�ur kleine Werte von L anwendbar. In dieserArbeit wurde die vollst�andige Summation bis zu L = 20 angewendet. Wie man leichtnachrechnet, wird es auch in n�aherer Zukunft praktisch unm�oglich sein, die Summationz.B. bei L = 30 auszuf�uhren und damit dem Ziel �� ! 0 ein wenig n�aher zu kommen.Importance sampling mit dem Metropolis-AlgorithmusDie Analogie zum klassischen Ising-Modell imMagnetfeld legt nahe, die Summe (3.13)mit numerischen Verfahren abzusch�atzen, welche sich in Spinmodellen bew�ahrt ha-ben. Eine stochastische Form der Auswertung, welche dem Quanten-Monte-Carlo-Algorithmus seinen Namen gibt, reduziert die Ordnung des Verfahrens auf O(L3) undsoll nun dargestellt werden.Allgemein wird Monte-Carlo-Summation verwendet, um Summen des TypsS = IXi=1 xi (3.21)aufzusummieren. In unserem Problem w�are I = 2L. Der wesentliche Gedanke bestehtdarin, die Summanden xi in einen Observablenanteil oi und einen Gewichtungsfaktorpi aufzuteilen. Dann werden statistisch unabh�angig N Indizes in so ausgew�ahlt, da�ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung diesen Gewichtungsfaktoren entspricht:P (in) = pi; pi � 0 und Xi pi = 1 (3.22)F�ur diese Indizes wird der Mittelwert aus den zugeh�origen Observablen oi gebildet. Esgilt: S = limN!1 1N NXn=1 oin (3.23)W�ahlt man eine Gleichverteilung, setzt also pi = 1=M (konstant), oi = Mxi, so istdie Realisierung der Wahrscheinlichkeitsverteilung einfach. Falls die Summe aber sehrunterschiedlich gro�e Werte enth�alt, werden die aus Teilsummen gebildeten Mittelwertei.a. stark 
uktuieren, die Konvergenz ist schlecht.Das andere Extrem, die Wahl oi = konst., wird i.a. nicht m�oglich sein, da manzur Normierung die gesuchte Summe schon kennen m�u�te. Jede Teilsumme w�are hierkonstant, also gleich S.Bei unserem Problem, der Berechnung von (3.13) ,G�� = 1Z� Xfsl=�1g(M�fslg� )�1 detM"fslg� detM#fslg� (3.24)



34 KAPITEL 3. METHODENwird die Wahl von Observablen- und Wahrscheinlichkeitsanteil durch die Beobachtungerleichtert, da� die Zustandssumme (wie schon erw�ahnt) folgende Form hat:Z� = Xfsl=�1g detM"fslg� detM#fslg� (3.25)Folglich ist die WahlP fslg� = 1Z� detM"fslg� detM#fslg� ; Ofslg� = (M�fslg� )�1 (3.26)naheliegend. Die Normierungsbedingung f�ur die Wahrscheinlichkeiten ist o�ensichtlicherf�ullt. Die Positivit�at der P fslg� wird zwar beobachtet, konnte aber bisher noch nichtanalytisch gezeigt werden.5Die Wahrscheinlichkeitsverteilung wird durch einen Markov-Proze� realisiert. Einsolcher Proze� liefert im Grenzwert unendlicher Dauer immer dann die richtige Wahr-scheinlichkeitsverteilung P (x), wenn er ergodisch6 ist und f�ur die Folge der erzeugtenKon�gurationen das detaillierte GleichgewichtP (x)P (x! y) = P (y)P (y ! x) (3.27)erf�ullt. Bei dem Metropolis-Algorithmus [Met53] wird die Abfolge der Kon�gurationendadurch gebildet, da� jeweils nur ein Spin umgeklappt wird. Dazu werden in einemDurchgang (sweep) der Reihe nach alle Spins "getestet\, das hei�t, es wird die Energie-di�erenz zwischen den beiden m�oglichen Spineinstellungen berechnet. Das Verh�altnisder Wahrscheinlichkeiten der beiden Zust�ande ist gleich dem Boltzmann-Faktor. DerSpin wird mit einer WahrscheinlichkeitP (x! y) = min�1; P (y)P (x)� (3.28)umgeklappt.Der Metropolis-Algorithmus ist in dieser Form f�ur unser Problem besonders geeig-net, da sich das in Gleichung (3.28) auftretende Verh�altnis der Wahrscheinlichkeitenbei nur einem umgeklappten Spin gem�a� den Gleichungen (3.19) und (3.20) leicht be-rechnen l�a�t. Ein Nachteil ist, da� es insbesondere in der N�ahe von Phasen�uberg�angenzweiter Ordnung zu einem sogenannten critical slowing down kommen kann. Darunterversteht man den Umstand, da� die Anzahl der sweeps, die notwendig sind, um denrelevanten Bereich des Phasenraums abzutasten, gegen unendlich geht. Die in klassi-schen Modellen angewendeten Cluster-Algorithmen, bei denen jeweils sehr viele Spinsgleichzeitig geklappt werden, k�onnen dieses Problem im Prinzip umgehen, werden aber(bisher) im Programm wegen des hohen Aufwands f�ur die v�ollige Neuberechnung derDeterminanten nicht verwendet.5Zur Implementierung im Programm vgl. Abschnitt 3.1.3.6Als ergodisch bezeichnet man einen Proze�, wenn er jedem Punkt im Phasenraum beliebig nahekommt.



3.1. QUANTEN-MONTE-CARLO ALGORITHMUS 35Bei der Simulation endlichdimensionaler fermionischer Systeme erh�alt man h�au�ggro�e relative Fehler durch Ausl�oschung positiver und negativer Terme [Whi89]. Dieseals Vorzeichenproblem bekannte Schwierigkeit tritt im Limes hoher Dimensionen nichtauf [Ulm95].3.1.3 Details zur ImplementationAn dieser Stelle sollen einige technische Details der praktischen Implementation desoben vorgestellten Algorithmus angesprochen werden.Die Berechnung der Green-Funktion und Selbstenergie sowie von Ein-Teilchen-Observablen (Magnetisierung, Dichte, ggf. staggered Magnetisierung etc.) erfolgt inzeitdiskretisierter Form mit dem von M. Ulmke [Ulm95] geschriebenen und von K.Held [Hel95] sowie in dieser Arbeit erweiterten FORTRAN-Programm. F�ur die Unter-suchungen im erweiterten Hubbard-Modell wurden innerhalb des Programms au�er-dem Suszeptibilit�aten bestimmt und jeweils ein kritischer Wert Fc f�ur den �Ubergangzur ferro- bzw. zur antiferromagnetischen Phase ermittelt (vergleiche Abschnitt 3.2und Kapitel 4). Dieser sehr rechenintensive Teil der Untersuchungen wurde auf derCRAY Y-MP 8 der KFA J�ulich bzw. auf DEC ALPHA Workstations durchgef�uhrt.Die weitere Auswertung, also die Auswahl und ggf. statistische Mittelung der Roh-daten, und die Extrapolation �� ! 0 erfolgte mit in dieser Arbeit erstellten C-Pro-grammen interaktiv und ben�otigte nur vernachl�assigbar wenig Rechenzeit. Sie wird imAbschnitt 3.3 angesprochen.In Abschnitt 3.1.2 wurde die Monte-Carlo-Auswertung von Gleichung (3.13) f�urden Fall dargestellt, da� die Summanden in der Zustandssumme (3.25) positiv sindund daher direkt als Wahrscheinlichkeiten interpretiert werden k�onnen. Dies wird imProgramm nicht vorausgesetzt. Statt dessen wird ein eventuell vorhandenes Vorzeichender Observablen zugeschlagen und der Term durch seinen BetragP fslg� = 1Z� ����detM"fslg� detM#fslg� ���� (3.29)ersetzt. Dann stimmt aber im allgemeinen die Normierung nicht mehr. Deswegenwird auch der Faktor 1=Z� nicht explizit berechnet, sondern der Normierungsfaktorc nachtr�aglich �uber die Beziehungh1i = c ����detM"fslg� detM#fslg� ���� != 1 (3.30)berechnet.Die f�ur jeden Monte-Carlo-Schritt ben�otigten (im Intervall [0; 1] gleichverteilten)Pseudo-Zufallszahlen7 werden mit einem einfachen, 1969 von Lewis, Goodman undMiller vorgeschlagenen Algorithmus (siehe [Fla94], S. 278) bestimmt:Ij+1 = aIj (mod m) (3.31)a = 75 = 16807; m = 231 � 1 = 2147483647 (3.32)7Die Glieder einer Folge mit fester Iterationsvorschrift lassen sich nat�urlich nicht als zuf�allig be-zeichnen. Sie k�onnen allenfalls Eigenschaften von Zufallszahlen nachbilden, also zuf�allig erscheinen.



36 KAPITEL 3. METHODEN
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3.2. BERECHNUNG VON SUSZEPTIBILIT �ATEN 37� Programmlauf mit oder ohne (aufwendiger) Berechnung von Suszeptibilit�aten.Die Anzahl der bei einem Parametersatz durchgef�uhrten Iterationen richtet sichnach dem empirisch bestimmten Fehler der Selbstenergie. Eine Minimal- bzw. Maxi-malanzahl kann vorgegeben werden. Bei Rechnung mit festem n kann ein Sch�atzwertf�ur � angegeben werden. � wird erst nach einigen Iterationen angeglichen, um ein"�Uberschie�en\ aufgrund des anf�anglich gro�en Fehlers der Selbstenergie zu vermei-den. Dieses neu implementierte Verfahren beschleunigt die Konvergenz bei Rechnungabseits halber Bandf�ullung erheblich.Bei Rechnung in der AB-Phase wird die in einem Halbschritt (das hei�t f�ur ein Un-tergitter) berechnete neue Selbstenergie und Green-Funktion schon im zweiten Halb-schritt verwendet. Dadurch wird gegen�uber einer Aufdatierung erst nach jeder vollst�an-digen Iteration die Konvergenz beschleunigt.Es ist m�oglich, nach jedem vollen Iterationsschritt die neuberechnete Selbstenergiemit der alten Selbstenergie zu mischen,�neu  � ��alt + (1� �)�neu; � > 0; (3.33)und die Konvergenz durch �Uberrelaxation (� > 1) zu beschleunigen, bzw. durch Unter-relaxation (� < 1) die Fehler zu verkleinern. Da �Uberrelaxation in Verbindung mit demim letzten Absatz beschriebenen konvergenzbeschleunigenden Verfahren problematischist, wurde in dieser Arbeit nur Unterrelaxation eingesetzt.Eine w�unschenswerte Erweiterung des Programms w�are die M�oglichkeit, das Rech-nen in homogener Phase zu erzwingen, das hei�t, Green-Funktionen und Selbstenergienvon up- und down-Spin jeweils miteinander zu identi�zieren. Das System h�atte dann nurnoch Freiheitsgrade im Frequenzraum und keine M�oglichkeit mehr zur statischen Sym-metriebrechung. Damit k�onnten Suszeptibilit�aten des erweiterten Hubbard-Modells beitieferen Temperaturen berechnet werden (vergleiche Kapitel 4).Die ben�otigte Rechenleistung f�ur eine Iteration w�achst, wie oben erw�ahnt, mit derAnzahl der Diskretisierungsschritte L proportional zu L3. Bei � = 64 und L = 128betr�agt der Aufwand etwa 80 GFLOP. Insgesamt ben�otigten die in dieser Arbeit aus-gef�uhrten Rechnungen etwa 700 Stunden auf einem Prozessor der CRAY Y-MP sowie2000 Stunden Rechenzeit auf ALPHA Workstations.3.2 Berechnung von Suszeptibilit�atenIm folgenden wird die Berechnung von kommensurablen Suszeptibilit�aten f�ur das (rei-ne) Hubbard-Modell dargestellt. Die Darstellung lehnt sich an [Hel95] an. Die in dieserArbeit abgeleiteten Gleichungen f�ur das erweiterte Hubbard-Modell �nden sich im An-hang B.Suszeptibilit�aten wurden im Kapitel 2.3 durch die Kopplung der korrespondieren-den Felder an die Ein-Teilchen-Gr�o�en de�niert. Wir wollen weiterhin nur kommensu-rable Suszeptibilit�aten betrachten, die hier noch einmal genannt seien: Kompressibilit�at



38 KAPITEL 3. METHODEN�comp, Ladungsdichtewellen-Suszeptibilit�at �cdw, ferromagnetische Suszeptibilit�at �fmund antiferromagnetische Suszeptibilit�at �af :�comp = � 1N @2
@�2�cdw = � 1N @2
@�2st�fm = � 1N @2
@h2�af = � 1N @2
@h2stDie Kopplung der Felder wurde im um �au�ere Kopplungen erweiterten Hamiltonianin Gleichung (2.14) de�niert:H = Ht +HU � 12 X�=�1Xi2� X�=�1 (� + �st�+ h� + hst��)n�i� (3.34)Die spin- und untergitterabh�angigen Dichten sind direkt mit der gleichzeitigenGreen-Funktion verkn�upft:n�� = 1+ G��(�=0) = 1 + TXn G��n (3.35)Daher gilt: mx = � 1N @
@x = 12X�� f�x� G��(� = 0) (3.36)mit f��x = 8>>><>>>: ���1� 9>>>=>>>; f�ur x = 8>>><>>>: hhst��CDW 9>>>=>>>; : (3.37)Der Index x wurde eingef�uhrt, um die in diesem Abschnitt und in Anhang B gezeig-ten Ableitungen gleichzeitig f�ur die vier betrachteten Suszeptibilit�aten aufschreiben zuk�onnen. Als Index geschrieben, weist x nur auf die notwendige Fallunterscheidung hin,bezeichnet aber keine Abh�angigkeit von dem zugeh�origen Feld!Die Suszeptibilit�at l�a�t sich durch die Ableitung des Ordnungsparameters nach demFeld oder die zweifache Ableitung des Gro�kanonischen Potentials gewinnen:�x = @mx@x = � 1N @2
@x2 = 12X�� f�x� @G��(� = 0)@x = T2 X��n f�x� @G��n@x (3.38)Betrachtet man die Selbstkonsistenz-GleichungenG��n (2:34)= �h	��n	��n�i (2:35)= Z 1�1 d�D(�) z���nz�Anz�Bn � �2 ; (3.39)



3.2. BERECHNUNG VON SUSZEPTIBILIT �ATEN 39so erh�alt man zwei Gleichungen f�ur die Ableitung der Green-Funktion.Aus (2.34) folgt @G��n@x = @G��n@x = T X�0 n0 ����0nn0 
�0x�n0; (3.40)wobei die Zwei-Teilchen-Korrelationsfunktion durch����0nn0 = h	��n	��n�	�0�n0	�0�n0�i � ���0h	��n	��n�i h	��n0	��n0�i (3.41)und die frequenzabh�angige dynamische Antwortfunktion durch
�x�n = @@xf(G��n)�1 + ���ng (3.42)de�niert ist.Die Zwei-Teilchen-Korrelationsfunktion berechnen wir mit dem Wickschen Theo-rem (die Auswertung erfolgt durch Monte-Carlo-Summation v�ollig analog zu den Ein-Teilchen-Gr�o�en):h	��l1	��l2�	�0�l3	�0�l4�i = 1Z� Xfsl=�1gdetM"fslg� detM#fslg� ��(M�fslg� )�1l1l2(M�0fslg� )�1l3l4 � ���0 (M�fslg� )�1l1l4(M�fslg� )�1l3l2� (3.43)F�ur die dynamische Antwortfunktion leiten wir nun ein Gleichungssystem ab.Aus der zweiten Selbstkonsistenz-Gleichung (2.35) folgt@G��n@x = n
��nx + @G��n@x(G��n)2 � f��xoZ 1�1 d�D(�)fz��n � �2=z���ng�2| {z }���n + (3.44)n
���nx + @G���n@x(G���n)2 � f���xoZ 1�1 d�D(�)fz��n � �2=z���ng�2 �2=(z���n)2| {z }���nmit z��n = i!n + � � ���n:W�ahrend (3.44) die verschiedenen Gitterpl�atze koppelt, mischt (3.40) die ver-schiedenen Spins und Matsubara-Frequenzen.Da (3.44) in den Matsubara-Frequenzen und im Spinindex separiert, kann dieseGleichung einfach nach @G@x aufgel�ost werden. Hierf�ur schreiben wir (3.44) als Matrix-gleichung in den Gitterindizes:0B@ 1� ��An(G�An)2 � ��An(G�Bn)2� ��Bn(G�An)2 1� ��Bn(G�Bn)2 1CA| {z }S�n 0@ @G�An@x@G�Bn@x 1A = �0@ ��An ��An��Bn ��Bn 1A| {z }T�n 0@ f�xA � 
�xAnf�xB � 
�xBn 1A (3.45)



40 KAPITEL 3. METHODENEinsetzen von (3.40) liefert:X�0�0n0 n�nn0���0T���0n + TS���0n ��0��0nn0 o 
�0x�0n0 =X�0 T���0n f��0x (3.46)Durch numerische Inversion einer (4L)� (4L)-Matrix kann nun 
 bestimmt werden.Ist 
 bekannt, so lassen sich die Suszeptibilit�aten nach Gleichung (3.38) berechnen.3.3 Extrapolation und FehlerBei den Untersuchungen zum Metamagnetismus (Kapitel 5) wurden Simulationen desreinen Hubbard-Modells auf demAB-Gitter in der symmetriegebrochenenPhase durch-gef�uhrt. Der metamagnetische Phasen�ubergang wurde direkt �uber das Verschwindendes Ordnungsparameters der antiferromagnetischen Phase, der staggered Magnetisie-rung mst, bestimmt. Die Berechnung von Suszeptibilit�aten war in diesem Fall nichtnotwendig.In der Quanten-Monte-Carlo-Simulation wurden nach Erreichen der numerischenKonvergenz noch etwa f�unf Iterationen durchgef�uhrt, um die Fehler der nach jeder Ite-ration ausgegebenen Werte f�ur Magnetisierung und staggeredMagnetisierung empirischbestimmen zu k�onnen.Bei hohen Temperaturen und relativ gro�en Werten von �� konnte die Summe(3.13) vollst�andig ausgef�uhrt werden.Wegen der Abwesenheit von statistischen Fehlernwar hier die Konvergenz langsamer, aber die erzielbare Genauigkeit gr�o�er. Letzterewurde durch Konvergenz von beiden Seiten des Phasen�ubergangs ermittelt.Der in �� lineare Anteil des Fehlers der Green-Funktionen verschwindet bei den sta-tischen Ein-Teilchen-Gr�o�en aufgrund der Summation �uber die Matsubara-Frequenzen.Deswegen konnten die Observablen, mit ihren empirisch bekannten Fehlern gewichtet,rein quadratisch zu �� ! 0 extrapoliert werden. Die Qualit�at des angewandten leastsquare �ts wurde durch einen �2-Test �uberqr�uft. Praktisch war der Fehler der extrapo-lierten Gr�o�en m(U; T ) und mst(U; T ) �uberwiegend von dem statistischen Fehler bzw.Konvergenzfehler der Simulationen bestimmt. Die Extrapolationen waren unproblema-tisch. In Abbildung 3.3 ist eine f�ur die Untersuchungen zum Metamagnetismus typischeExtrapolation dargestellt.Die Untersuchungen zum Ferromagnetismus im erweiterten Hubbard-Modell (Kapi-tel 4) waren dagegen aufgrund der Methode auf relativ hohe Temperaturen beschr�ankt.Daher konnte ein wesentlicher Teil der Ergebnisse mit vollst�andiger Summation ge-wonnen werden. Die Konvergenz war bei diesen Simulationen in der homogenen Phasestets unproblematisch. Die aufwendigeren Quanten-Monte-Carlo-Rechnungen dienteninsbesondere bei halber Bandf�ullung (bei der die N�eel-Temperatur am h�ochsten ist)haupts�achlich der Best�atigung der im folgenden zu besprechenden �� ! 0-Extrapola-tion. Nur abseits halber F�ullung, wo Temperaturen bis T � 0:04 erreichbar waren,wurden Datenpunkte allein auf der Basis von Quanten-Monte-Carlo-Simulationen be-stimmt.
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Abbildung 3.3: Extrapolation �� ! 0 f�ur die Magnetisierung im Hubbard-Modell mitVorzugsrichtung bei U = 1:5, T = 1=28, n = 1.Die Berechnung der Suszeptibilit�aten wurde wegen des hohen Aufwands f�ur jedenParametersatz (U; n; T ) des reinen Hubbard-Modells nur ein Mal durchgef�uhrt. Entspre-chend wurden die kritischen Werte von F � bzw. V � nur je ein Mal ermittelt. Deswegenstand ein empirischer Fehler f�ur diese Werte nicht zur Verf�ugung. Ersatzweise wurdeals erster Anhaltspunkt der Fehler der Selbstenergie verwendet. Eine Korrektur erfolg-te iterativ w�ahrend der Extrapolation �� ! 0. Die Fehler wurden einheitlich so weiterh�oht, bis, bildlich gesprochen, die Fehlerbalken ann�ahernd die Fitkurven ber�uhrten.In der praktischen Ausf�uhrung des Verfahrens wurde aus der Summe der gewichte-ten quadratischen Abweichungen �2 der jeweils der Vertrauenswert (con�dence level)ausgerechnet [Fla94]. Die Fehler wurden vergr�o�ert, bis der Vertrauenswert von derGr�o�enordnung 1 war.Bei der Extrapolation der Suszeptibilit�aten bzw. der kritischen Werte der N�achst-Nachbar-Wechselwirkungen mu�te auch der in �� lineare Term ber�ucksichtigt werden.Gleichzeitig stellte sich wegen der starken �� -Abh�angigkeit der Daten die Notwendig-keit heraus, die Extrapolation bis zur 3. Ordnung in �� zu erstrecken. Um bei derresultierenden Anzahl von vier freien Parametern zuverl�assige Resultate zu erzielen,war daher f�ur jeden extrapolierten Wert eine Simulation bei mindestens f�unf Wertenvon �� notwendig. In Abbildung 3.4 erkennt man, da� h�au�g noch wesentlich mehr
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Abbildung 3.4: Extrapolation �� ! 0 f�ur die Phasengrenze zum Ferromagnetismus. Oben:U = 2; n = 1:0, unten: U = 6; n = 1:2.



3.3. EXTRAPOLATION UND FEHLER 43Datenpunkte verwendet wurden.Noch gr�o�er waren die Probleme bei der Extrapolation T ! 0. Wie in Abschnitt4.2 dargestellt, war eine zuverl�assige Extrapolation der Phasengrenze zum Antiferro-magnetismus bei kleinen Werten von U nicht m�oglich. Bei gro�em U bzw. bei der Pha-sengrenze zum Ferromagnetismus war die Situation g�unstiger. Trotzdem kann man all-gemein sagen, da� im Vergleich zu den Untersuchungen zum Metamagnetismus wegendes Rechnens in der homogenen Phase (weniger Freiheitsgrade) und bei relativ hohenTemperaturen (geringere Tendenz zur Symmetriebrechung) die diskretisierten Datenmit hoher Genauigkeit berechnet werden konnten. Erst die Anpassung an "falsche\Fit-Funktionen, n�amlich Polynome niedriger Ordnung, f�uhrte zu einem nennenswertenFehler. Im Gegensatz zu dem statistischen Fehler der Quanten-Monte-Carlo-Simulationist dieser Fehler systematisch.Bei gro�en Werten von U , halber Bandf�ullung und Temperaturen unterhalb T � 1=8ist eine Quanten-Monte-Carlo-Simulation in der homogenen Phase wegen der Ann�ahe-rung an den Phasen�ubergang zum Antiferromagnetismus im reinen Hubbard-Modellnicht mehr m�oglich. Da die vollst�andige Summation auf eine Anzahl von Diskretisie-rungsschritten L � 20 beschr�ankt ist, steigt die minimale Diskretisierung �� , bis zu dersimuliert werden kann, mit sinkender Temperatur an. Folglich wird die Extrapolation�� ! 0 ungenauer. Bei der Extrapolation T ! 0 verst�arkt sich dieser Fehler und f�uhrtinsbesondere nahe halber F�ullung zu einem verh�altnism�assig gro�en systematischenFehler in den Gr�o�en bei T = 0.In dieser Arbeit wurde viel M�uhe darauf verwendet, die systematischen Fehler wei-testm�oglich zu reduzieren und die Gr�o�e der Fehler in den verschiedenen Stadien derExtrapolationen zuverl�assig zu ermitteln.
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Kapitel 4Phasen des erweitertenHubbard-ModellsNach bisherigen Erkenntnissen tritt Ferromagnetismus im reinen Hubbard-Modell nurunter sehr speziellen Voraussetzungen auf. So konnte Nagaoka [Nag66] zeigen, da� derGrundzustand des Hubbard-Modells bei unendlich starker Wechselwirkung U und ei-nem bis auf ein Loch halbgef�ullten Band der voll polarisierte Ferromagnet ist. Phasenmit extensiver Magnetisierung kommen auch bei halb gef�ullten bipartiten Gitter miteiner Asymmetrie in der Anzahl der Gitterpl�atze [Lie89] und Modellen mit 
achenB�andern [Mie91, Tas92] vor. K�urzlich wurde auch Ferromagnetismus bei niedrigerElektronenkonzentration in eindimensionalen Modellen mit H�upfen zu �ubern�achstenNachbarn gefunden [MH95].Das oben erw�ahnte Nagaoka-Theorem konnte bisher nicht auf eine endliche Kon-zentration von L�ochern erweitert werden. Umgekehrt wurde bei verschiedenenGitterty-pen jeweils f�ur gro�e Bereiche des durch U und n aufgespannten Phasenraums gezeigt,da� der Nagaoka-Zustand instabil ist [Rot67, Wur95]. Eine Relevanz des Nagaoka-Mechanismus im thermodynamischen Limes ist daher fraglich. Nur f�ur nichtpaare Git-ter existieren numerische Hinweise auf eine Stabilit�at des voll polarisierten Zustandsbei endlicher L�ocherkonzentration [Sha90].In einem um alle N�achst-Nachbar-Wechselwirkungen erweiterten Hubbard-Modell(2.3) ist durch exakte Rechnungen eine Verallgemeinerung des Nagaoka-Theorems aufendliche on site-Wechselwirkung U m�oglich [Kol96]. Die dabei verwendeten Methodensind jedoch f�ur endliche Konzentrationen von L�ochern ebenfalls nicht anwendbar. Inj�ungster Zeit konnte im Limes unendlicher Dimensionen bei Verwendung der singul�arenZustandsdichte des f:c:c:-Gitters auch f�ur das reine Hubbard-Modell Ferromagnetismusgefunden werden [Ulm96].In diesem Kapitel untersuchen wir mit Hilfe von Quanten-Monte-Carlo-Simulatio-nen die Bedingungen f�ur Ferromagnetismus bei und abseits halber F�ullung im erwei-terten Hubbard-Modell (2.6) im Limes unendlicher Dimensionen. A priori ist schonklar, da� wir ausgehend von der homogenen Phase bei einem gen�ugend gro�en Wertvon F immer eine Instabilit�at bez�uglich ferromagnetischer Symmetriebrechung �nden45
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Abbildung 4.1: Phasendiagramme des reinen Hubbard-Modells. Links f�ur ein halbgef�ulltesBand bei semielliptischer [Ulm95], rechts f�ur verschiedene F�ullungen bei Gau�scher Zustands-dichte (reskaliert) [Fre95].werden. Interessant wird sein, ob die kritischen Werte von F , die wir �nden, reali-stisch genannt werden k�onnen. Dabei sind neue Erkenntnisse bei mittlerenWerten vonU und insbesondere abseits halber Bandf�ullung zu erwarten. Bei schwacher Hubbard-Wechselwirkung U sowie bei halber Bandf�ullung und starkem U wird ein Vergleich mitanalytischen N�aherungen m�oglich sein.Um zu entscheiden, in welchem Parameterbereich tats�achlich Ferromagnetismusauftritt, mu� der Ein
u� der N�achst-Nachbar-Wechselwirkungen auf andere symme-triegebrochene Phasen untersucht werden. Von besonderer Wichtigkeit ist dabei, wiesich die zus�atzlichen Terme auf die f�ur das Hubbard-Modell bei halber F�ullung cha-rakteristische antiferromagnetische Phase auswirken.In Abbildung 4.1 sind das Phasendiagramm des reinen, halbgef�ullten Hubbard-Modells (links) sowie der Ein
u� von Dotierung (rechts) angegeben. Die Datenpunktesind im Limes unendlicher Dimensionen mit Quanten-Monte-Carlo-Simulationen vonUlmke [Jan93] bzw. Freericks und Jarrell [Fre95] berechnet worden. Um die Ergebnisseder zweiten Gruppe vergleichbar zu machen, wurde die Energieskala entsprechend derin dieser Arbeit verwendeten Konvention mit 1=p2 multipliziert, so da� U und TN inder Darstellung in Einheiten der halben Bandbreite ausgedr�uckt sind.Man erkennt, da� Antiferromagnetismus durch Dotierung stark unterdr�uckt, dashei�t die N�eel-Temperatur abgesenkt wird. Interessant ist, da� die beiden f�ur den Fallhalber F�ullung berechneten Kurven (nach der Reskalierung) auch quantitativ gut �uber-einstimmen, obwohl die linke f�ur die semielliptische Zustandsdichte des Bethe-Gitters,



47die rechte f�ur die Gau�sche Zustandsdichte des hyperkubischen Gitters gerechnet wur-de. O�enbar sind Details der Zustandsdichten zumindest bei halber F�ullung relativunwichtig. Eine wichtige Frage, die wir im folgenden behandeln werden, ist, ob dieUnterdr�uckung des Antiferromagnetismus durch Dotierung das Auftreten von Ferro-magnetismus beg�unstigt.Die prinzipielle Vorgehensweise bei der Bestimmung von Phasengrenzen mit Hilfevon Quanten-Monte-Carlo-Simulationen ist in diesem Kapitel die folgende:1. Simulation des reinen Hubbard-Modells in der homogenen Phase (wie in Ab-schnitt 3.1 beschrieben). Neben den physikalischen Parametern, der Hubbard-Wechselwirkung U , der Temperatur T und der Bandf�ullung n, tritt die Zeitdis-kretisierung �� auf.2. Berechnung von Suszeptibilit�aten f�ur beliebige Werte der N�achst-Nachbar-Wech-selwirkungen F � und V � durch L�osen von in dieser Arbeit hergeleiteten linearenGleichungssystemen aus den in 1. bestimmten Gr�o�en (siehe Abschnitt 3.2 undAnhang B).3. Extrapolation �� ! 0 der inversen Suszeptibilit�aten auf physikalische Wer-te. Falls eine inverse Suszeptibilit�at negativ ist, zeigt das an, da� die homoge-ne Phase gegen�uber der zugeh�origen Symmetriebrechung instabil ist. Bei Pha-sen�uberg�angen zweiter Ordnung �ndet der �Ubergang zwischen den Phasen geradean den Nullstellen der inversen Suszeptibilit�at statt. In dieser Arbeit identi�zierenwir diese Nullstellen mit den Phasengrenzen, gehen also (bei endlichen Tempera-turen) von �Uberg�angen zweiter Ordnung aus. Wir beschreiben die Phasengrenzendurch die kritischen Werte von F � und V � in Abh�angigkeit von U , T und n.4. Gegebenenfalls werden die berechneten Gr�o�en nach T ! 0 extrapoliert.Wegen der Simulation in der homogenen Phase des Hubbard-Modells k�onnen mit derhier verwendeten Methode f�ur jedes Parameterpaar (U; n) nur Temperaturen oberhalbder zugeh�origen N�eel-Temperatur direkt simuliert werden. Wie man in Abbildung 4.1erkennt, ist dies besonders bei halber F�ullung und mittleren Werten von U eine starkeEinschr�ankung.1Im Abschnitt 2.4.2 hatten wir gesehen, da� die N�achst-Nachbar-Terme erst in einerPhase mit der entsprechenden Symmetriebrechung von Null verschieden sind (deswegenfunktioniert ja auch die oben dargelegte Methode). Es wird aber au�erdem beobach-tet, da� der Term V � � F �=2 nur die nichtmagnetischen Suszeptibilit�aten �cdw und�comp beein
u�t, der Term F � dagegen nur die magnetischen Suszeptibilit�aten �fm1Interessant ist, da� in der Simulation trotz der Vorgabe der r�aumlichen Homogenit�at keine Tem-peraturen unterhalb der N�eel-Temperatur erreichbar sind. Bei tieferen Temperaturen konvergieren dieBeobachtungsgr�o�en nicht. Stattdessen oszilliert die Magnetisierung von einer Iteration zur n�achsten.Eine Erkl�arung f�ur dieses Verhalten ist sehr einfach: Wie am Ende von Abschnitt 2.5 dargestellt, l�a�tsich die Green-Funktion eines Untergitters direkt aus der Green-Funktion des zweiten Untergittersberechnen. Folglich springt die Iteration gewisserma�en zwischen den Untergittern hin und her.



48 KAPITEL 4. PHASEN DES ERWEITERTEN HUBBARD-MODELLSund �af . Da, wie im Abschnitt 4.3 gezeigt wird, nichtmagnetische Symmetriebrechungim Bereich 0 < V � � F �2 < U (4.1)nicht auftritt, verschwindet dort der entsprechende Energieterm (vgl. Abschnitt 2.4.2):�V � � F �2 �Xhijininj = 0 (4.2)Wir unsere weiteren Untersuchungen auf diesen Bereich beschr�anken, k�onnen den ent-sprechenden Parameter also weglassenV � � F �2 �! 0; (4.3)ohne einen Fehler zu machen.Die Phasengrenzen zwischen paramagnetischer und ferro- bzw. antiferromagneti-scher Phase, welche in den folgenden Abschnitten berechnet werden, sind folglich (wennman die Abh�angigkeit von �� einschlie�t) Hyper
�achen im f�unfdimensionalen Raum.Wir werden sie in der Form ~Fc = ~Fc(U; n; T;��) (4.4)berechnen und nach Extrapolation �� ! 0 alsFc = Fc(U; n; T ) (4.5)ausdr�ucken.Der �Ubersichtlichkeit halber besch�aftigen wir uns nacheinander detailiert mit denPhasengrenzen zur ferromagnetischen und zur antiferromagnetischen Phase, bevor wirin Abschnitt 4.4 das vollst�andige Phasendiagramm diskutieren. Inkommensurable Pha-sen werden daf�ur allerdings nicht ber�ucksichtigt. Das ist konsistent mit der Verwendungdes Bethe-Gitters, auf welchem keine Wellenvektoren und folglich auch keine inkom-mensurablen Phasen existieren.4.1 Grenze Paramagnetismus { Ferromagnetismus4.1.1 Hartree-Fock-N�aherungW�ahrend die N�achst-Nachbar-Wechselwirkungen stets exakt im Hartree-Fock-Bild be-schrieben werden, ist die entsprechende N�aherung f�ur die on site-Wechselwirkung Unur exakt im Limes U ! 0.2 Die in diesem Abschnitt hergeleiteten Ergebnisse werdensp�ater mit den Resultaten aus Quanten-Monte-Carlo-Simulationen verglichen.2Quantitativ richtig beschreibt die Hartree-Fock-N�aherung auch bei U ! 0 nur die Grenze zumFerromagnetismus. Bei der im Abschnitt 4.2 zu besprechenden Grenze homogene { antiferromagne-tische Phase �ndet man in St�orugsrechnung zweiter Ordnung f�ur das reine Hubbard-Modell, da� diein Hartree-Fock-N�aherung bestimmte N�eel-Temperatur bei jedem endlichen Wert von U um einenFaktor von etwa 3 falsch ist [vD91].



4.1. GRENZE PARAMAGNETISMUS { FERROMAGNETISMUS 49Den Hamilton-Operator (2.25) schreiben wir leicht um:Hext = � t�pZ Xhiji� �cyi �cj � + h:c:�+ U2 X�;i2�;�n�i�n��i�� X�;i2�;�n�i�F �2 �(m� �mst) +NF �4 (m2 �m2st) (4.6)Hier wurde (4.3) verwendet und folgende Homogenit�atsbedingung angenommen:hn�i�i = 12(n+ �m+ ��mst) (4.7)Der U -Termwird durch seine Hartree-N�aherung (der Fock-Anteil f�allt weg, da dieserTerm keine Wechselwirkung zwischen Elektronen gleichen Spins beschreibt) ersetzt:U2 X�;i2�;�n�i�n��i� �! U2 X�;i2�;��n�i�hn��i�i+ hn�i�in��i� � hn�i�ihn��i�i� (4.8)= U2 X�;i2�;�n�i�(n� �m� ��mst)�NU4 (n2 �m2 �m2st) (4.9)Nach einer Verschiebung des chemischen Potentials um U=2 lautet der Hamilton-OperatorHext = � t�pZ Xhiji� �cyi �cj � + h:c:�+ X�;i2�;�n�i� ��F � + U2 �m+ F � � U2 ��mst�+ N4 [(F � + U)m2 � (F � � U)m2st]: (4.10)In diesem Kapitel untersuchen wir den �Ubergang Paramagnetismus { Ferromagne-tismus und setzen daher mst = 0. Dann sind, abgesehen vom Term der kinetischenEnergie, alle Erwartungswerte ortsunabh�angig und wir k�onnen leicht eine Fourier-Transformation ausf�uhren:3HHF =Xk ��k � (U + F �2 )�m�n�k +NF � + U4 m2 (4.11)Das Gro�kanonische Potential pro Gitterplatz errechnet sich zu
N = F � + U4 m2 � 1N�X� Xk ln�1 + e��(�k�F�+U2 m���)� : (4.12)3Streng genommen ist auf dem Bethe-Gitter eine Fourier-Transformation nicht de�niert. Manm�u�te eigentlich die hier f�ur das hyperkubische Gitter angegebene Formulierung im Impulsraum um-gehen, k�ame aber auch auf Gleichung (4.13) .
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mAbbildung 4.2: Qualitativer Verlauf der Freien Energie bei verschiedenen Temperaturen inAbh�angigkeit von der Magnetisierung. Phasen�ubergang 1. Ordnung (links) bzw. 2. Ordnung(rechts).Das Gro�kanonische Potential ist f�ur die Gleichgewichtswerte der Magnetisierungextremal: 0 != @
=N@m = F � + U2  m�X� Z d�� �D(��)1 + e�(���F�+U2 m���)! (4.13)Wir berechnen auch die zweite Ableitung:2F � + U @2
=N@m2 = 1� �F � + U8 X� Z d�� D(��)cosh2[�2 (�� � F�+U2 m� � �)] (4.14)Das System ist ferromagnetisch, falls@2
=N@m2 �����m=0 < 0 , F � > 4� �Z d�D(�) cosh�2(� � � �2 )��1 � U (4.15)und keine Instabilit�at gegen�uber anderen Symmetriebrechungen, insbesondere Antifer-romagnetismus, vorliegt.Bedingung (4.15) ist immer hinreichend, aber nur dann auch notwendig, falls der�Ubergang von zweiter Ordnung ist. F�ur jedes Gitter mit konvexer Zustandsdichte4 l�a�tsich wie folgt zeigen, da� der �Ubergang nicht von erster Ordnung sein kann: Wie in4Die Zustandsdichte des Bethe-Gitter ist zwar im Bereich �1 � e � 1 konvex, nicht jedoch ander Bandkante. Die Argumentation gilt streng nur bei nicht zu starker Dotierung und nicht zu hohenTemperaturen.
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Abbildung 4.3: Vergleich der Phasengrenze Paramagnetismus { Ferromagnetismus inSommerfeld-Entwicklung bzw. exakt bei U = 0.Abbildung 4.2 schematisch gezeigt, hat die Freie Energie bei einem Phasen�ubergang1. Ordnung Minima sowohl f�ur m = 0 als auch f�ur m 6= 0. Das impliziert, da� imZwischenbereich ein Maximum vorliegt, die zweite Ableitung dort also negativ ist.Da diese in den Minima positiv ist, hat die zweite Ableitung bei �Uberg�angen ersterOrdnung also ein Minimum bei m 6= 0.Bei jedem konvexen Gitter liegt das einzige Minimum der zweiten Ableitung derFreien Energie aber bei m = 0. Dies erkennt man aus der Tatsache, da� jeder Termder Summe �uber � in Gleichung (4.14) eine Faltung der Zustandsdichte mit einerpositiven, bei �� cm (c = (U + F �)=2, konstant) gepeakten Funktion darstellt.Wenn man � vorl�au�g konstant setzt, ist somit klar, da� die Summe am gr�o�tenf�ur m = 0 ist. Wenn man die F�ullung n konstant setzt, verschiebt sich oberhalb halberF�ullung � mit wachsendem m nach oben, also in einen Bereich mit kleinerer Zustands-dichte. Auch in diesem Fall ist die Summe maximal f�ur m = 0. Analoges gilt unterhalbhalber F�ullung. Da die Summe in (4.14) immer am gr�o�ten bei m = 0 ist, ist dortdie zweite Ableitung der Freien Energie stets minimal. Folglich ist der Phasen�ubergang(mindestens) von zweiter Ordnung.Mit Bethe-Zustandsdichte erh�alt man also in Hartree-Fock-N�aherung als kritischen
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Abbildung 4.4: Phasengrenze zum Ferromagnetismus in Hartree-Fock-N�aherung bei T = 0(links) und U = 0 (rechts). Die rechte Kurve ist gleichzeitig exakt, da die Hartree-Fock-Entkopplung f�ur die N�achst-Nachbar-Wechselwirkungen keine N�aherung ist.Wert von F � f�ur den �Ubergang in die ferromagnetische Phase:Fc = 2�� "Z 1�1 d� p1� �2cosh2(� ���2 )#�1 � U (4.16)Die Auswertung mu� numerisch erfolgen. Eine Sommerfeld-Entwicklung versagtselbst bei halber Bandf�ullung (� = 0) und sogar bei U = 0, wo die Hartree-Fock-N�a-herung ja exakt ist, schon bei vergleichsweise niedrigen Temperaturen (Abbildung 4.3).Der Fehler ist dort auch bei Mitnahme hoher Ordnungen von T erheblich gr�o�er als z.B.der Fehler der Extrapolation in den Quanten-Monte-Carlo-Untersuchungen bei U = 0.Die Gr�unde f�ur diese Divergenz werden in einem allgemeineren Rahmen in Anhang Cbeleuchtet.Der Vollst�andigkeit halber sei noch der Ausdruck f�ur T = 0 angegeben:Fc(T = 0) = D(�)�1 � U= �2p1� �2 � U; � = �F (4.17)Bei F � = 0 entspricht dieser Ausdruck dem bekannten Stoner-Kriterium f�ur Ferroma-gnetismus.Da in unseren Untersuchungen stets die Bandf�ullung vorgegeben wird, mu� obiges� als Funktion von Bandf�ullung n und Temperatur T berechnet werden. Wegen der



4.1. GRENZE PARAMAGNETISMUS { FERROMAGNETISMUS 53Glattheit der Zustandsdichte ist eine Genauigkeit von etwa 10�3 ausreichend. Mankann daher auf eine zweite numerische Integration verzichten und mit der im AnhangD hergeleiteten Approximation f�ur � rechnen.Zu den Abbildungen: Wie man den Gleichungen (4.16) und (4.17) sowie derAbbildung 4.4 (links) unmittelbar ansieht, ist die U -Abh�angigkeit von Fc linear. DieAbh�angigkeit von der F�ullung n ist daher in Abbildung 4.4 (rechts) f�ur den Spezial-fall U = 0 dargestellt. Die Symmetrie von Fc um n = 1 ist eine Folge der Teilchen-Loch-Symmetrie. Wegen der Di�erenzierbarkeit ist das Verhalten nahe halber F�ullungquadratisch. Die Temperaturabh�angigkeit ist bei U = 0 zusammen mit Ergebnissenaus Quanten-Monte-Carlo-Simulationen in Abbildung 4.5 wiedergegeben. Die Hartree-Fock-Kurven f�ur U 6= 0 erh�alt man durch Verschieben der gezeigten Kurven l�angs derOrdinate.Die Ergebnisse der Hartree-Fock-N�aherung werden in den n�achsten Abschnitten alsVergleich dienen. Wichtig ist dabei die Tatsache, da� diese Approximation die Tendenzzur Ordnung, insbesondere zum Ferromagnetismus, stets �ubersch�atzt. Die "wirklichen\Werte von Fc f�ur den �Ubergang zum Ferromagnetismus werden also immer �uber denin Hartree-Fock-N�aherung berechneten liegen.4.1.2 Ergebnisse der Quanten-Monte-Carlo-SimulationenIm Limes U ! 0, in dem die Hartree-Fock-N�aherung f�ur die untersuchte Phasengrenzeexakt wird, ist auch die Quanten-Monte-Carlo-Simulation (QMC) besonders einfach.Wegen des Verschwindens des Wechselwirkungsterms f�allt in der Summe (3.13) dieSpinabh�angigkeit weg: Alle Summanden sind gleich. Da die Selbstenergie exakt ver-schwindet und folglich sofort richtig vorgegeben wird, werden die diskretisierten Gr�o�enexakt berechnet. Statistischer Fehler und Konvergenzfehler sind also gleich Null. Da-mit kann dieser Fall als Test f�ur die Extrapolation �� ! 0 dienen. In Abbildung 4.5l�a�t sich die hervorragende �Ubereinstimmung mit den (numerisch integrierten) exaktenKurven erkennen. Insbesondere liefert auch die Extrapolation zu niedrigen Tempera-turen, T ! 0, mit hoher Genauigkeit die exakten Werte.Das �andert sich, wenn man zu st�arkerer Hubbard-Wechselwirkung U �ubergeht, wodie Hartree-Fock-N�aherung keine gute N�aherung mehr ist. Hier wird die Temperatur-abh�angigkeit immer st�arker linear. Gleichzeitig nimmt die Tendenz zum Ferromagne-tismus stark zu. In Abbildung 4.6 sind die Quanten-Monte-Carlo-Ergebnisse mit Fit-kurven f�ur halbe Bandf�ullung sowie in Abbildung 4.7 bei n = 1:1 (oben) und n = 1:2(unten) dargestellt. Zus�atzlich sind bei T = 0 jeweils die f�ur T ! 0 extrapolierten Wer-te mit Fehler angegeben. Man erkennt, da� schon bei U = 6 der kritische Wert vonF f�ur den �Ubergang zum Ferromagneten gegen�uber dem Fall U = 0 um mehr als eineGr�o�enordnung reduziert ist.Durch Dotierung wird der Ferromagnetismus auch bei starker on site-Wechselwir-kung nicht etwa verst�arkt, sondern unterdr�uckt. Die Phasengrenze wandert zu gr�o�erenWerten von F . Wie man besonders gut in Abbildung 4.8 (unten) erkennt, �andert sichmit steigendem U auch die Form der Dotierungsabh�angigkeit: Bei kleinen Werten von



54 KAPITEL 4. PHASEN DES ERWEITERTEN HUBBARD-MODELLS

1.55

1.6

1.65

1.7

1.75

1.8

1.85

1.9

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

F
c

T

n=1.0
n=1.2
n=1.4

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

F
c

T

n=1.0
n=1.4
HFN

Abbildung 4.5: Oben: Phasengrenze zum Ferromagnetismus bei U = 0. Plotpunkte ausQMC-Simulationen, durchgezogene Kurven aus exakter Rechnung. Unten: QMC-Daten mitFitkurven f�ur U = 0:25 sowie die Hartree-Fock-N�aherung (HFN).
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Abbildung 4.6: Phasengrenze zum Ferromagnetismus bei n = 1:0. Dargestellt sind dieQMC-Daten mit Fitkurven sowie die f�ur T ! 0 extrapolierten Werte.U ist sie quadratisch, w�ahrend sie bei U � 2 schon stark linearen Charakter angenomm-men hat.Einige der in der Einleitung genannten Ferromagnete haben Curie-Temperaturen,welche von der Ordnung der Zimmertemperatur oder erheblich kleiner sind. Speziellbei starker Hubbard-Wechselwirkung und nahe halber F�ullung sind unsere Simulatio-nen aber auf Temperaturen beschr�ankt, die je nach Bandbreite mehr oder wenigeroberhalb der Zimmertemperatur liegen. Daher ist eine Extrapolation zu niedrigerenTemperaturen sinnvoll.In den Abbildungen 4.8 und 4.9 sind die Phasengrenzen bei der endlichen Tempe-ratur T = 0:125 denen f�ur T = 0 gegen�ubergestellt. Die Abh�angigkeit von Hubbard-Wechselwirkung U und Dotierung n ist in beiden F�allen qualitativ �ahnlich. Die kritischeSt�arke Fc der N�achst-Nachbar-Wechselwirkung ist jedoch bei T = 0 stark reduziert. BeiU = 6 reicht F � 0:06 aus, um Ferromagnetismus hervorzurufen. Das hei�t, schon einim Vergleich zur on site-Wechselwirkung winziges F kann diese Symmetriebrechungbewirken.Mit dem �Ubergang T ! 0 k�onnen auch qualitative �Anderungen verbunden sein.So k�onnte die Extrapolation der Phasengrenze, welche nach Voraussetzung bei T > 0einen �Ubergang zweiter Ordnung beschreibt, bei T = 0 auf einen �Ubergang erster
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Abbildung 4.7: Phasengrenze zum Ferromagneten bei n = 1:1 (oben) und n = 1:2 (unten).Dargestellt sind die QMC-Daten mit Fitkurven sowie die f�ur T ! 0 extrapolierten Werte.
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Abbildung 4.8: Phasengrenze zum Ferromagneten bei T = 0:125. Eingetragen sind dieQMC-Resultate in Abh�angigkeit von U (oben) bzw. n (unten). Die Linien sind "guide to theeye only\.
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Abbildung 4.9: Phasengrenze zum Ferromagneten bei T = 0. Eingetragen sind die QMC-Resultate in Abh�angigkeit von U (oben) bzw. n (unten). Die Linien sind "guide to the eyeonly\.



4.2. GRENZE PARAMAGNETISMUS { ANTIFERROMAGNETISMUS 59Ordnung f�uhren. Au�erdem ist fraglich, ob auch die extrapolierte Grenze noch ferro-magnetischen von paramagnetischem Bereich trennt und nicht etwa andere Arten derSymmetriebrechung wichtig werden.Doch auch bei endlichen Temperaturen ist die Untersuchung noch nicht vollst�andig.Bisher wurde ja nur auf Symmetriebrechung zur ferromagnetischen Phase hin un-tersucht. Im Prinzip k�onnte in dem Bereich, den wir als ferromagnetisch identi�-ziert haben, die Instabilit�at zur antiferromagnetischen Phase die zur ferromagnetischen�ubertre�en.Bevor wir von dem vollst�andigen Phasendiagramm sprechen k�onnen, m�ussen wirdaher die M�oglichkeit anderer Symmetriebrechungen, insbesondere zum Antiferroma-gnetismus hin, untersuchen. Falls wir solche Tendenzen �nden, m�ussen die Freien Ener-gien verglichen werden, um zu entscheiden, welches die stabile Phase ist.4.2 Grenze Paramagnetismus {AntiferromagnetismusDie Phasengrenze zwischen paramagnetischer und antiferromagnetischer Phase wirdv�ollig analog zu der im letzten Abschnitt behandelten Grenze Paramagnetismus { Fer-romagnetismus bestimmt. Es werden also wieder kritische Werte Fc(U; n; T ) berechnet,an denen der Phasen�ubergang einsetzt. Im jetzt betrachteten Fall liegt die symme-triegebrochene Phase jeweils unterhalb von Fc. In einer k�unstlichen Verallgemeinerungunseres Modells lassen wir auch negative Werte von F zu. Ein negatives Fc zeigt an, da�schon im reinen Hubbard-Modell und erst recht im erweiterten Hubbard-Modell (mitpositivem F ) bei den entsprechenden Parametern U; n; T kein Antiferromagnetismusauftritt. F�ur das eigentlich untersuchte Modell interessant sind dann die Extrapolatio-nen in den Bereich F > 0.4.2.1 Hartree-Fock-N�aherungWir gehen von dem Hubbard-Hamilton-Operator (4.10) aus und setzen m = 0. �Uberden Gitterindex � bleibt jetzt auch im Wechselwirkungsanteil eine Ortsabh�angigkeitbestehen. Die Minimierung des Gro�kanonischen Potentials f�uhrt auf eine Selbstkonsi-stenzgleichung f�ur mst [Hel95]:0 = �mst (4.18)� U � F �2 X� Z d�D(�) mst�r1 + � (U�F�)mst2� �2 11 + exp " 1T  �r1 + �(U�F�)mst2� �2 � �!#Der Phasen�ubergang zum Antiferromagneten �ndet statt, falls@2
=N@m2st �����mst=0 < 0 , F � < U + "Z d�D(�)1� 11 + exp( ���T )#�1 : (4.19)
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Abbildung 4.10: Exakte Phasengrenzen zum Antiferromagneten bei U = 0.F�ur die halbelliptische Zustandsdichte des Bethe-Gitters ist die Bestimmungsgleichungf�ur Fc folglich: 1Fc � U = 2� Z 1�1 d�p1� �2� 11 + exp( ���T ) (4.20)Der Integrand ist divergent wie 1=�, das Integral existiert also nur als Hauptwert. Mankann das Problem durch Ausnutzen der Symmetrie der Zustandsdichte vereinfachen:1Fc � U = 2� Z 1�1 d� p1� �2�| {z }antisymmetrisch 12 �1� tanh��� �2T �� (4.21)= � 1� Z 1�1 d�p1� �2� tanh��� �2T � (4.22)F�ur � = 0 (und T 6= 0) ist die Divergenz im Integranden schon beseitigt. F�ur � 6= 0nutzen wir die Symmetrie noch einmal aus:1Fc � U = 12� Z 1�1 d�p1� �2� �tanh��� �2T �+ tanh�� + �2T �� (4.23)= 12� Z 1�1 d�p1� �2� sinh( �T )cosh( ���2T ) cosh( �+�2T ) (4.24)



4.2. GRENZE PARAMAGNETISMUS { ANTIFERROMAGNETISMUS 61Der Integrand in diesem Ausdruck ist f�ur jedes � (und T 6= 0) frei von Divergenzen.Das Resultat f�ur T = 0 l�a�t sich ebenfalls analytisch angeben:Fc(T = 0) = U + �2(p1� �2 � artanh(p1� �2)) ; � = �F (4.25)F�ur die Auswertung bei n 6= 1 wurde � entsprechend der im Anhang D hergeleitetenN�aherung berechnet.Bei U = 0 sind alle Ergebnisse dieses Abschnitts exakt. Man kann sie daher mitdenen der Quanten-Monte-Carlo-Simulationen vergleichen. Insbesondere l�a�t sich te-sten, ob die verwendeten Extrapolationen bei U = 0 das richtige Ergebnis liefern. Einepotentielle Schwierigkeit bei der Bestimmung der Phasengrenze zum Antiferromagne-tismus sieht man schon in Abbildung 4.10. Bei U = 0 ist die Grenze als Funktion vonT und n nicht analytisch.4.2.2 Ergebnisse der Quanten-Monte-Carlo-SimulationenIn Abbildung 4.11 (oben) erkennt man, da� die Quanten-Monte-Carlo-Simulationen beiU = 0 f�ur jede simulierte Temperatur T mit hoher Genauigkeit die exakten Werte vonFc liefern. Die kritischen Werte von F �, unterhalb derer Antiferromagnetismus auftritt,sind negativ.Wie in Abbildung 4.11 (unten) gezeigt ist, liefert eine polynomiale Extrapolation(hier von zweiter Ordnung) der Quanten-Monte-Carlo-Daten nach T ! 0 wegen desnichtanalytischen Verhaltens in T falsche Werte f�ur Fc. Auch bei U = 0:25 mu� manannehmen, da� das wahre Verhalten des auf negative F erweiterten Modells eher durchdie Hartree-Fock-N�aherung als durch die Fitkurven beschrieben wird.Viel st�arker als bei der Bestimmung der Grenze Paramagnetismus { Ferromagne-tismus m�ussen wir also die Frage im Auge behalten, ob die Extrapolation T ! 0 derQuanten-Monte-Carlo-Resultate auch f�ur die Phasengrenze zum Antiferromagnetismuszuverl�assig ist, bzw. f�ur welche Werte von U und n man dies erwarten kann. Deswegenwerden wir immer wieder die Konsistenz der Ergebnisse pr�ufen.Die Ergebnisse f�ur den uns interessierenden Bereich von U � 1 sind in den Abbil-dungen 4.12 und 4.13 aufgetragen. Man erkennt, da� bei allen Temperaturen Fc vonU = 1 nach U = 2 ansteigt und zu gro�en Werten von U hin wieder absinkt. Gleichzeitiggeht die Abh�angigkeit von der Dotierung n � 1 von einem exponentiellen bis quadra-tischen in ein klar lineares Verhalten �uber. Beides sind Indizien daf�ur, da� im BereichU > 2 eine Nichtanalytizit�at, die bei U = 0 eine korrekte Extrapolation verhindert hat,nicht mehr vorliegt.Man beachte, da� jedes der Diagramme den Verlauf der N�eel-Temperatur des er-weiterten Hubbbard-Modells in Abh�angigkeit von F (bei festem U) angibt. Um zur�ublichen Darstellung zu kommen, m�ussen lediglich F - und T -Achse vertauscht werden.Speziell entspricht der Fall F = 0 dem reinen Hubbard-Modell. Ein Vergleich mit denErgebnissen von Freericks und Jarrell (Abbildung 4.1) zeigt eine quantitative �Uber-einstimmung. Das ist erstens ein "Konsistenz-check\ f�ur die Extrapolationen, zweitenszeigt es, da� viele Ergebnisse nicht von der genauen Form der Zustandsdichte abh�angen.
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Abbildung 4.11: Oben: Phasengrenze zum Antiferromagnetismus bei U = 0. DurchgezogeneKurven exakt, Plotpunkte aus QMC-Simulationen. Die zu n = 1 geh�orige Kurve erreicht beiT = 0 den Wert Fc = 0. Unten: Phasengrenzen bei n = 1. Zus�atzlich zu den Kurven aus derHartree-Fock-N�aherung sind Fitkurven eingezeichnet.
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Abbildung 4.12: Phasengrenze zum Antiferromagnetismus. Ergebnisse aus QMC. Links:U = 1, rechts: U = 2.Bevor wir die Ergebnisse dieses und des letzten Abschnitts zusammenf�ugen, wollenwir uns den bisher vernachl�assigten nichtmagnetischen symmetriegebrochenen Phasenzuwenden.4.3 N�achst-Nachbar-Dichte-WechselwirkungDie Ergebnisse dieses Abschnittes sind der Diplomarbeit von Karsten Held [Hel95]entnommen. Sie werden hier der Vollst�andigkeit der Argumentation halber referiert.Wir hatten in Kapitel 2 gezeigt, da� die N�achst-Nachbar-Terme einen Ein
u� nurin der symmetriegebrochenen Phase haben. Au�erdem wurde erw�ahnt, da� die zuV � � F �=2 proportionale N�achst-Nachbar-Dichte-Wechselwirkung nur auf diejenigenSuszeptibilit�aten wirkt, welche nichtmagnetische Symmetriebrechungen beschreiben.Die durch F � charakterisierte N�achst-Nachbar-Spin-Wechselwirkung dagegen wirkt nurauf die magnetischen Suszeptibilit�aten. Folglich treten nichtmagnetische Symmetriebre-chungen im vollen Modell (2.6) genau dann auf, wenn sie auch in einem Hubbard-Modell auftreten, welches nur um den Dichte-Wechselwirkungs-Term erweitert ist.Wie man in Abbildung 4.14 (links) sieht, tritt Phasenseparation im reinen Hubbard-Modell zumindest f�ur mittlere Werte von U (dargestellt ist U = 2) nicht auf. DieKompressibilit�at, deren Verschwinden eine solche Symmetriebrechung anzeigen w�urde,ist stets positiv. In dem Bereich, in dem die e�ektive N�achst-Nachbar-Dichte-Wech-selwirkung absto�end ist, bei V � � F �=2 > 0, wird eine Tendenz zur Phasenseparation
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Abbildung 4.13: Phasengrenze zum Antiferromagnetismus. Ergebnisse aus QMC. Links:U = 4, rechts: U = 6.zus�atzlich unterdr�uckt. Diese Form der Symmetriebrechung tritt also nicht auf.Wie man rechts in Abbildung 4.14 erkennt, unterst�utzt eine solche absto�endeN�achst-Nachbar-Wechselwirkung dagegen das Auftreten von kommensurablenLadungs-dichtewellen (charge density wave, CDW). Die in der Abbildung V genannte Gr�o�e mu�in unserem Fall durch V � � F �=2 ersetzt werden. Nahe halber Bandf�ullung treten diebetrachteten kommensurablen Ladungsdichtewellen erst bei V � � F �=2 > U auf.Insgesamt l�a�t sich f�ur unser erweitertes Hubbard-Modell feststellen: Wenn mansich auf einen Parameterbereich mit0 < V � � F �2 < U (4.26)beschr�ankt, treten nichtmagnetische Symmetriebrechungen nicht auf, der entsprechen-de N�achst-Nachbar-Dichte-Wechselwirkungsterm hat dann keinen Ein
u� und brauchtnicht betrachtet zu werden.4.4 Vollst�andiges PhasendiagrammIn Abbildung 4.15 sind f�ur U = 2 die in den Simulationen berechneten Grenzen von derhomogenen sowohl zur ferromagnetischen wie auch zur antiferromagnetischen Phaseeingezeichnet. Bemerkenswert ist, da� sich bei halber Bandf�ullung die Extrapolationenbeider Phasengrenzen im Rahmen ihrer Fehler genau bei T = 0 tre�en. In Abwesenheit
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Abbildung 4.14: Links: Kompressibilit�at �comp als Funktion der Bandf�ullung n bei U =2. Die Berechnung erfolgte sowohl durch direkte Berechnung der Zwei-Teilchen-Gr�o�e (mitFehlerbalken) als auch durch numerische Di�erentiation von n(�). Rechts: Phasendiagrammdes Hubbard-Modells mit V -Term bei n = 1. Eine CDW tritt nur bei V > U auf. [Hel95]von thermischen Fluktuationen �ndet der �Ubergang also (im Rahmen des Fehlers)direkt von der antiferromagnetischen zur ferromagnetischen Phase statt!Dieses Verhalten entspricht dem, was man bei n = 1 f�ur gro�e U aus dem e�ektivent-J-Modell (siehe Anfang Kapitel 3 und [Vol94]) erwartet. Dieses entspricht bei halberF�ullung einem Heisenberg-Modell. Dessen Grundzustand ist ferromagnetisch, falls dieKopplungskonstante (t� = 1=2 gem�a� Abschnitt 2.5)Je� = 4t2U � 2F = 1Z 0@4t�2U � 2F �1A (4.27)= 1Z � 1U � 2F �� (4.28)negativ ist, und antiferromagnetisch, falls die Kopplungskonstante positiv ist. Nur wenndiese gerade verschwindet, ist auch bei T = 0 eine homogene Phase stabil.U = 2 scheint also in diesem Sinne schon gro� zu sein, weshalb wir der T ! 0Extrapolation in diesem Bereich auch mehr vertrauen k�onnen als im Hartree-Fock-Limes kleiner Werte von U .Das Grundzustands-Phasendiagramm f�ur halbe Bandf�ullung ist in Abbildung 4.16(oben) gezeigt. Auch f�ur gr�o�ere Werte von U erkennt man eine �Ubereinstimmung derPhasengrenzen zum Ferro- bzw. Antiferromagnetismus. ZumVergleich ist zus�atzlich f�ur
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Abbildung 4.15: Phasendiagramm bei U = 2.U < 1 die Phasengrenze zum Ferromagnetismus in Hartree-Fock-N�aherung eingezeich-net. Die f�ur U > 1 aufgetragene Kurve des t-J-Modells (welches hier einem Heisenberg-Modell entspricht) grenzt, wie gerade gesagt, direkt Ferro- von Antiferromagnetismusab. Die Gr�unde f�ur die Unsicherheit der aus Quanten-Monte-Carlo-Simulationen ge-wonnenen Grenze zum Antiferromagnetismus bei kleinen U wurden im Abschnitt 4.2diskutiert.Man kann erwarten, da� sich die homogene Phase in einem schmalen Streifen biszu beliebig gro�en Werten von U erstreckt. Mit den hier verwendeten Methoden l�a�tsich diese Frage nicht kl�aren.In Abbildung 4.16 (unten) und 4.17 sind die Phasendiagramme f�ur Dotierung bzw.endliche Temperaturen angegeben. Ihre �Ahnlichkeit ist bemerkenswert. O�ensichtlichf�uhren Dotierung und Fluktuationen, wie sie bei endlichen Temperaturen auftreten, ineiner sehr �ahnlichen Weise zur Unterdr�uckung von magnetischer Ordnung. Allerdingsstrebt der kritische Wert von F � f�ur den �Ubergang zum Ferromagneten bei festem Tmit U ! 1 einem endlichen Wert der Gr�o�enordnung von T zu, w�ahrend man beiT = 0 auch abseits halber F�ullung ein Verschwinden von Fc f�ur U !1 erwarten kann.Welche allgemeinen Schl�usse kann man nun zum Mechanismus des Ferromagne-tismus ziehen? Von Anfang an war klar, da� der als ferromagnetischer Heisenberg-Austausch wirkende F -Term in unserem Modell letztendlich den �Ubergang zum Ferro-
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Abbildung 4.16: Phasendiagramme bei T = 0. Oben f�ur das halbgef�ullte Band, unten f�urden dotierten Fall.
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Abbildung 4.17: Phasendiagramm bei endlichen Temperaturenmagnetismus bewirkt. Bei halber Bandf�ullung und U !1 ist das e�ektive Heisenberg-Modell ohne F -Term maximal entartet (alle Zust�ande haben die gleiche Energie), soda� ein beliebig kleiner F -Term bei T = 0 zur Symmetriebrechung f�uhrt. Dieser Fallzeichnet sich dadurch aus, da� jeder Gitterplatz exakt mit einem Elektron besetzt ist.Der im Heisenberg-Modell zu ber�ucksichtigende Spin ist also der eines Elektrons. So-wohl U < 1 als auch n 6= 1 oder T > 0 f�uhren zu Doppelbesetzungen und/oder leerenGitterpl�atzen. Da im Fall von Doppelbesetzung die Elektronen auf einem Gitterplatzentgegengesetzten Spin haben, verringert sich der "e�ektive Spin\, welcher sich unterdem Ein
u� einer Wechselwirkung ausrichten kann. Da der F-Term eine N�achst-Nach-bar-Wechselwirkung zwischen den Spins beschreibt, wird (bei festem Wert von F ) indiesem Fall sein Ein
u� kleiner. Ummit wohlde�nierten Begri�en zu arbeiten, betrach-ten wir im folgenden den Betrag des Quadrats der lokalen Magnetisierung.Die Abh�angigkeit von n l�a�t sich unter vereinfachenden Annahmen auf eine Ab-h�angigkeit von den Doppelbesetzungen zur�uckf�uhren. Dazu bilden wir (exakt) denErwartungswert der mit dem F -Term assoziierten Energie pro Gitterplatz:hHF i = � 1N X�;i2�;�hn�i�iF �2 �m�� + F �4 mAmB (4.29)= �F �4 mAmB (4.30)



4.4. VOLLST�ANDIGES PHASENDIAGRAMM 69Dabei sind mA und mB die Erwartungswerte des Operators der Magnetisierungm̂i = n̂"i � n̂#i ; (4.31)gemittelt �uber die A- bzw B-Gitterpl�atze. In der r�aumlich homogenen Phase sind dieErwartungswerte auf beiden Untergittern gleich, daher gilt:hHF i = �F �4 hm̂i2 (4.32)In der homogenen, paramagnetischen Phase verschwindet der Erwartungswert der Ma-gnetisierung, also auch der Erwartungswert des Energieterms:hHF ihom = 0 (4.33)Den Ein
u� des F -Terms k�onnen wir nun leicht absch�atzen. Wegenhm̂i2 � hm̂2i (4.34)ist die HF bei gegebenem hm̂2i nach unten begrenzt durchhHF i � �F �4 hm̂2i: (4.35)Der Erwartungswert hm̂2i l�a�t sich wiederum durch die Doppelbesetzungs-Wahrschein-lichkeit d ausdr�ucken (nicht zu verwechseln mit der Dimension):hm̂2i = h(n̂" � n̂#)2i= hn̂" + n̂#i � 2hn̂"n̂#i= n� 2d (4.36)Die Doppelbesetzungs-Wahrscheinlichkeit d wurde w�ahrend der Quanten-Monte-Carlo-Simulationen jeweils f�ur die homogene Phase bestimmt. Daher l�a�t sich die ausdem F -Term erwachsende Energiedi�erenz f�ur folgenden hypothetischen Phasen�uber-gang berechnen: Bei einer festen Doppelbesetzungs-Wahrscheinlichkeit d gehe das Sy-stem von der paramagnetischen Phase in einen (f�ur dieses d) maximal polarisiertenZustand �uber. Dann betr�agt die Energiedi�erenz�HF = �F �4 hm̂2i = �F �4 (n� 2d): (4.37)In diesem Fall k�onnte man also erwarten, da� F�4 (n � 2d) eine relevante Energieskalaliefert. In Abbildung 4.18 ist links f�ur T = 1=8 die Abh�angigkeit von Fc, dem kritischenWert von F � f�ur den �Ubergang zum Ferromagnetismus, von der Bandf�ullung n aufgetra-gen. Diese Abbildung (im wesentlichen identisch mit Abb. 4.8) zeigt bei gro�en Wertenvon U eine starke n-Abh�angigkeit. Rechts erkennt man, da� die Gr�o�e Fcm2 bei gro�emU nur noch sehr schwach von n abh�angt. Das ist ein Indiz daf�ur, da� die angegebene
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U=6Abbildung 4.18: Links: Fc bei T = 1=8. Rechts: Fcm2 bei T = 1=8oder eine dazu proportionale Energieskala zumindest approximativ bei gro�en Wertenvon U tats�achlich auch f�ur unser Modell relevant ist. Um genauere Aussagen machen zuk�onnen, m�u�te man Rechnungen in der symmetriegebrochenen Phase ausf�uhren. Dannk�onnte man feststellen, wie sich d bei dem �Ubergang �andert und wie stark polarisiertder ferromagnetische Zustand nahe der Phasengrenze ist.Die Aussage, da� die Energie F�4 (n � 2d) relevant sein k�onnte, soll keinesfalls im-plizieren, da� die Terme des Hubbard-Modells kleiner oder unwichtiger sind. Da dieseanderen Terme aber von F unabh�angig sind, spielen sie bei f�ur die Parametrisierungdes Ein
usses des F -Terms keine Rolle. Die Phasengrenzen werden dagegen vom Zu-sammenspiel aller Terme bestimmt.Ein wichtiger Punkt ist, da� der Ordnungsparameter sich bei Phasen�uberg�angenzweiter Ordnung, wie wir sie in unseren Quanten-Monte-Carlo-Rechnungen angenom-men haben, kontinuierlich �andert. Deshalb h�atten wir in obigen �Uberlegungen eigentlichAbleitungen von Energien nach dem Ordnungsparameter betrachten m�ussen. Bis dasgeschehen ist, handelt es sich bei dem Versuch, den Ein
u� des F -Terms zu parame-trisieren, um eine spekulative Interpretation der numerischen Ergebnisse.Bevor wir zum der Behandlung des Verhaltens von Antiferromagneten im �au�erenFeld kommen, wollen wir die wesentlichen Aussagen dieses Kapitels zusammenfassen:Wir haben das um N�achst-Nachbar-Wechselwirkungen erweiterte Hubbard-Modell(2.6) im Limes unendlicher Raumdimensionen in einem weiten Bereich des durchdie Hubbard-Wechselwirkung U , die Temperatur T , die Bandf�ullung n und die N�achst-Nachbar-Wechselwirkungs-Parameter F � und V � aufgespannten Phasenraums auf kom-mensurable magnetische Symmetriebrechung hin untersucht. F�ur die Bestimmung der



4.4. VOLLST�ANDIGES PHASENDIAGRAMM 71Phasengrenzen zu magnetisch geordneten Phasen konnte gem�a� der Diskussion inAbschnitt 4.3 der Dichte-Anteil der N�achst-Nachbar-Wechselwirkung unber�ucksichtigtbleiben.Mit Quanten-Monte-Carlo{Simulationen wurden bei endlichen Temperaturen diePhasengrenzen von der homogenen zur ferro- bzw. antiferromagnetischen Phase be-rechnet. Diese Phasengrenzen stimmen nur bei halber Bandf�ullung und T = 0 im Rah-men der Fehler �uberein. Insbesondere kommt es nicht zu einem �Uberkreuzen, weshalbRechnungen in den symmetriegebrochen Phasen und ein Vergleich von Freien Energiennicht notwendig waren.Die so f�ur die Phasengrenze zum Ferromagneten gewonnenen Ergebnisse konntenbei kleinem U mit analytischen Rechnungen in Hartree-Fock-N�aherung verglichen wer-den. Die �Ubereinstimmung f�ur U ! 0 war bei allen Dichten und Temperaturen her-vorragend. F�ur halbe Bandf�ullung und gro�e Werte von U wurden die nach T ! 0extrapolierten Daten mit der Vorhersage des tJ- (bzw. Heisenberg-)Modells verglichen.Die �Ubereinstimmung war (im Rahmen der hier gr�o�eren Fehler) ebenfalls gut. Damithaben die verwendeten Methoden (Bestimmung von Phasen�uberg�angen anhand vonSuszeptibilit�aten, Quanten-Monte-Carlo-Methode, Extrapolationen) alle verf�ugbarenTests bestanden. Da das Heisenberg-Modell unabh�angig von der Dimension ist, konntef�ur gro�e Werte von U sogar der Kontakt zu endlichen Dimensionen hergestellt werden.Die Ergebnisse waren:� Der kritische Wert von F � f�ur den �Ubergang zum Ferromagneten hat schon f�urnicht zu gro�es U eine realistische Gr�o�enordnung. Bei U = 6 und T = 0 wurdebeispielsweise Fc � 0:06 berechnet.5� Abseits halber Bandf�ullung nimmt der kritische Wert von F � zu. Zumindest imLimes unendlicher Dimensionen kann der Ferromagnetismus also nicht von derUnterdr�uckung des Antiferromagnetismus pro�tieren. Antiferromagnetische undferromagnetische Phase haben abseits halber F�ullung keine gemeinsame Grenze.� Die Bedingungen an F und U f�ur den Ferromagnetismus von Metallen (n 6=1) unterscheiden sich nahe halber Bandf�ullung nicht qualitativ von denen f�urIsolatoren (n = 1).� Der �Ubergang von dem Hartree-Fock-Verhalten zu dem Heisenberg-Verhalten(bei halber Bandf�ullung) ist "glatt\ und erfolgt bei U � 1:5.
5Hubbards grobe Absch�atzung f�ur �Ubergangsmetalle war F=U � 1=400 [Hub63].
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Kapitel 5Metamagnetismus imHubbard-Modell mitVorzugsrichtungDie in diesem Kapitel vorgestellten Untersuchungen schlie�en direkt an von KarstenHeld [Hel96] erzielten Ergebnisse an. Sie waren Teil der Einarbeitungsphase dieserArbeit und vervollst�andigen die vorhandenen Erkenntnisse.Gegenstand der Betrachtung ist das Hubbard-Modell (2.1) mit Kopplung (2.8)an ein �au�eres Magnetfeld und der in Abschnitt 1.4 diskutierten Vorzugsrichtung. DieCharakterisierung des metamagnetischen Phasen�ubergangs erfolgt durch Berechnungvon Magnetisierung und staggeredMagnetisierung in der symmetriegebrochenen Phase.Um auch ferrimagnetischeMischphasen (m 6= 0 undmst 6= 0) simulieren zu k�onnen, mu�in einer AB-Phase gerechnet werden, in der die M�oglichkeit der Symmetriebrechungin Orts- und Spinraum besteht. Die Green-Funktionen der up- und down-Elektronenauf dem A-Untergitter sind a priori unabh�angig von einander und von denen des B-Gitters. Das Modell wird also durch 4L komplexe Zahlen (L ist die Anzahl betrachteterMatsubara-Frequenzen) beschrieben. Eine Kopplung der Spins bzw. der Untergittererfolgt erst durch die Wechselwirkungen.Die mit der Wahl der z-Achse als Vorzugsrichtung verkn�upfte Zwangsbedingungwird dadurch realisiert, da� die bez�uglich dieser Achse nichtdiagonalen Terme derGreen-Funktion, die einer Magnetisierung in der xy-Ebene entsprechen, gleich Nullgesetzt werden: G#"� = �h	#�	"�� i � 0 (5.1)Schon bekannt aus der Arbeit von K. Held war die Situation bei U = 2 und hal-ber Bandf�ullung. Wie in der Einleitung qualitativ dargestellt, tritt bei Temperaturenunterhalb der N�eel-Temperatur im wachsenden Magnetfeld ein metamagnetischer Pha-sen�ubergang auf. Besonders interessant ist der Wechsel in der Ordnung mit sinkenderTemperatur: von der N�eel-Temperatur ausgehend ist der �Ubergang zun�achst von zwei-ter Ordnung, unterhalb einer zweiten kritischen Temperatur, der sogenannten trikriti-schen Temperatur Tt, ist er von erster Ordnung. Der Punkt (Tt; ht), an dem die Phasen-73
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Abbildung 5.1: Magnetisierung bei T > TN .grenzen zusammensto�en, wird nach Gri�ths als trikritischer Punkt bezeichnet [Gri70].Der Name beruht auf der Darstellung in dem um ein staggered Magnetfeld erweitertenPhasenraum. In diesem dreidimensionalen Raum laufen bei (T = Tt; h = ht; hst = 0)drei Phasengrenzen zusammen.In dieser Arbeit sollte die Abh�angigkeit von der St�arke der Hubbard-Wechselwir-kung U beleuchtet werden. Dazu wurde das Modell bei U = 1:5 untersucht. Freie Para-meter waren die Temperatur T (bzw. ihr Inverses � = 1=T ) und das �au�ere Magnetfeldh.5.1 MagnetisierungskurvenIn Abbildung 5.1 ist die Magnetisierung f�ur Temperaturen oberhalb der N�eel-Tempera-tur aufgetragen.1 Man erkennt das typische Verhalten eines Paramagneten. Die Sus-zeptibilit�at nimmt mit sinkender Temperatur zu.Unterhalb der N�eel-Temperatur setzt, wie man in Abbildung 5.2 erkennt, das me-tamagnetische Verhalten ein. Oben ist wieder die Magnetisierung, unten jetzt auch diestaggeredMagnetisierung aufgetragen. Das kontinuierlicheVerschwinden des Ordnungs-1Die Verbindungslinien sind in diesem Kapitel stets "guide to the eye only\.
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Abbildung 5.2:Magnetisierung (oben) und staggeredMagnetisierung (unten), Tt < T < TN .
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Abbildung 5.3: Magnetisierung (oben) und staggered Magnetisierung (unten) bei T � Tt.
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Abbildung 5.4: Magnetisierung (oben) und staggered Magnetisierung (unten) bei T < Tt.
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Abbildung 5.5: Metamagnetisches Phasendiagramm bei U = 1:5.parameters als Funktion von h zeigt an, da� der �Ubergang bei diesen Temperaturen vonzweiter Ordnung ist. Die Ergebnisse sind mit dem f�ur mean �eld-Theorien typischenExponenten von 1=2 vertr�aglich.Abbildung 5.3 zeigt die entsprechenden Kurven bei Temperaturen im Bereich dertrikritischen Temperatur. W�ahrend bei T = 1=28 noch ein kontinuierlicher, hysterese-freier �Ubergang beobachtet wird, ist bei T = 1=32 schon deutlich Hysterese zu erkennen.In Abbildung 5.4 sind schlie�lich Ergebnisse bei noch tieferen Temperaturen ge-zeigt. Hier ist noch deutlicher zu sehen, da� die Phasen�uberg�ange von erster Ordnungsind. In der Simulation wurde die Hysterese durch Rechnungen bei steigendem bzw.sinkendem Wert von h erreicht, wobei die Selbstenergie jeweils von einem Parameter-satz zum n�achsten �ubernommen wurde (vgl. Abschnitt 3.1.3). Man erkennt, da� derso numerisch bestimmte Hysteresebereich bei tiefen Temperaturen im Vergleich zumkritischen Magnetfeld selbst relativ breit ist. Bemerkenswert ist auch, da� das kritischeMagnetfeld bei T > Tt ein Maximum erreicht. Ein solches Maximum wurde experi-mentell in FeBr2 nachgewiesen. Auch im Ising-Modell beobachtet man ein Maximumdes kritischen Magnetfelds, der �Ubergang ist jedoch f�ur alle Temperaturen T > 0 vonzweiter Ordnung: Tt = 0 (Referenzen siehe [Hel96]).Dieser Sachverhalt ist noch deutlicher im Phasendiagramm (Abbildung 5.5) zu se-hen. Man erkennt einen "Knick\ der Phasengrenze am trikritischen Punkt, an dem der
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80 KAPITEL 5. METAMAGNETISMUSalle Temperaturen von zweiter Ordnung ist. Dieses Szenario ist mit den vorliegendenDaten vertr�aglich, l�a�t sich aber nicht aus diesen ableiten. F�ur kleine U erwartet manin Hartree-Fock-N�aherung Phasen�uberg�ange erster Ordnung �uber den gesamten Tem-peraturbereich (TN = Tt).3 Tt h�angt im beobachteten Bereich nur schwach von U ab.Dies spricht daf�ur, da� der �Ubergang in das Hartree-Fock-Verhalten erfolgt, indem Ttbei sinkendem U so lange nahezu konstant bleibt, bis TN � Tt ist. Die Frage, ob esein kritisches U > 0 gibt, unterhalb dessen TN = Tt ist, oder ob sich ein Bereich desPhasen�ubergangs zweiter Ordnung bis U = 0 zieht, wird sich in Quanten-Monte-Carlo-Untersuchungen nicht kl�aren lassen. Das hier beobachtete Verh�altnis von TN zu Ttvariiert etwa zwischen 0.3 und 0.5. Dieser Wert liegt im Rahmen von experimentellenErgebnissen.Das Hubbard-Modell mit Vorzugsrichtung interpoliert also bei halber Bandf�ullungzwischen dem Hartree-Fock- und dem Ising-Verhalten (Phasen�ubergang erster bzw.zweiter Ordnung). Im Gegensatz zu beiden genannten Modellen4 beschreibt es (auch)das Verhalten bei dem interessanten Fall mittlerer Kopplung. Die diskutierten Ergeb-nisse geben wichtige experimentelle Befunde qualitativ richtig wieder.

3F�ur einen �Uberblick siehe [Law84].4In einem Ising-Modell mit N�achst-Nachbar- und �Ubern�achst-Nachbar-Wechselwirkung �ndet manin mean �eld-Theorie Phasen�uberg�ange erster und zweiter Ordnung [Kin74]. Eine Diskussion undweitere Referenzen �nden sich in [Hel95, Hel96].



Kapitel 6ZusammenfassungIn dieser Arbeit wurde das um N�achst-Nachbar-Wechselwirkung und die Ankopp-lung eines Magnetfeldes erweiterte Hubbard-Modell studiert. Mit Hilfe von QMC-Simlationen wurden im Limes unendlicher Dimension zum einen Phasengrenzen imfeldfreien Fall (Kapitel 4) und zum anderen der metamagnetische Phasen�ubergang im�au�eren Magnetfeld (Kapitel 5) untersucht.Die verwendetenMethoden erlaubten es in beiden F�allen, zuverl�assige Ergebnisse indem Bereich mittlerer Kopplungsst�arke zu erzielen, der analytischen Rechnungen nurschwer zug�anglich ist. Bei den Untersuchungen zum Ferromagnetismus konnten neueErkenntnisse auch abseits halber Bandf�ullung gewonnen werden.FerromagnetismusDie Einbeziehung von N�achst-Nachbar-Wechselwirkungen f�uhrt auf nat�urliche Weisezu Ferromagnetismus. Im Zusammenspiel mit den Termen des Hubbard-Modells reichtschon eine schwache N�achst-Nachbar-Spin-Wechselwirkung aus, um den Phasen�uber-gang zu bewirken. Hinweise auf die M�oglichkeit einer ferromagnetischen Symmetrie-brechung des reinen Hubbard-Modells wurden nicht gefunden.Abseits halber Bandf�ullung wird Ferromagnetismus unterdr�uckt. Die Abh�angigkeitvon der Bandf�ullung ist "glatt\, so da� sich die Bedingungen f�ur Ferromagnetismus beiIsolatoren und bei Metallen nicht qualitativ unterscheiden.Die �Ubereinstimmung von f�ur das reine Hubbard-Modell berechneten N�eel-Tempe-raturen l�a�t erwarten, da� alle f�ur die semielliptische Zustandsdichte des Bethe-Gitterserzielten Ergebnisse im wesentlichen auch f�ur die Gau�sche Zustandsdichte des hyper-kubischen Gitters gelten. Aus den Untersuchungen von M. Ulmke [Ulm96] wissen wirandererseits, da� auf Gittern mit singul�arer Zustandsdichte (f.c.c. in d =1) Ferroma-gnetismus schon ohne N�achst-Nachbar-Spin-Wechselwirkung auftreten kann.Es w�are also sehr interessant, unsere Untersuchungen mit einer realistischen, starkgepeakten Zustandsdichte zu wiederholen. Die Bedingungen f�ur Ferromagnetismus soll-ten dann wesentlich g�unstiger sein. Als g�unstigste F�ullung w�urde man diejenige erwar-ten, bei der die Fermi-Kante am Maximum der Zustandsdichte liegt.81



82 KAPITEL 6. ZUSAMMENFASSUNGDie simulierten Temperaturen waren vergleichsweise hoch. Es ist nicht v�ollig auszu-schlie�en, da� E�ekte, die erst bei tiefen Temperaturen einsetzen, "�ubersehen\ wurden,die Extrapolationen T ! 0 also ein falsches Bild liefern. Die in den Grenzf�allen starkerund schwacher Kopplung erzielten �Ubereinstimmungen mit analytischen Ergebnissenmachen dies aber unwahrscheinlich.Inkommensurable Spindichtewellen wurden in den Untersuchungen nicht ber�uck-sichtigt. Eine Bestimmungder zugeh�origen Phasengrenzen w�are m�oglich und w�unschens-wert. Da die Spindichtewellen typischerweise stark antiferromagnetischen Charakterhaben [Fre95], kann man vorab vermuten, da� sich die Phasengrenzen nicht zu starkvon denen unterscheiden, die wir f�ur den �Ubergang zum Antiferromagnetismus be-stimmt haben.MetamagnetismusZur Beschreibung des metamagnetischen Phasen�ubergangs ist o�enbar die nullte N�ahe-rung in der St�arke der N�achst-Nachbar-Wechselwirkung ausreichend. Es ist dagegennotwendig, die Spin-Bahn-Kopplung, einen relativistischen E�ekt, durch das Erzwin-gen einer Vorzugsrichtung zu ber�ucksichtigen.Die bei mittlerer Kopplungsst�arke und halber Bandf�ullung durchgef�uhrten Unter-suchungen zeigen das auch experimentell beobachtete Verhalten: Der im �au�eren Feldbeobachtete Phasen�ubergang ist unterhalb der N�eel-Temperatur bis zur trikritischenTemperatur zweiter, darunter erster Ordnung. Die kritische St�arke des Magnetfeldeshat ein Maximum oberhalb der trikritischen Temperatur.Eine w�unschenswerte Erweiterung der Untersuchungen w�are die Einbeziehung derSpin-Bahn-Wechselwirkung auf einer mikroskopischeren Ebene.Die Untersuchungen dieser Arbeit haben gezeigt, da� das erweiterte 1-Band, Spin-1=2Hubbard-Modell neben nichtmagnetischen Phasen und Antiferromagnetismus in einemrealistischen Parameterbereich auch itineranten Ferromagnetismus beschreibt.Es ist eine interessante Fragestellung f�ur zuk�unftige Untersuchungen, ob die Einbe-ziehung des Mehrband-Falles eine noch realistischere Beschreibung f�ur die Physik der�Ubergangsmetalle, insbesondere f�ur Ferromagnetismus, liefern kann.



Anhang AFormalismusZur Begri�skl�arung sollen an dieser Stelle einige De�nitionen des Formalismus derQuantenstatistik f�ur endliche Temperaturen angef�uhrt werden. Eine Einf�uhrung kannhier nicht erfolgen, diese �ndet man in entsprechenden Lehrb�uchern wie z.B. [Neg88,Ric88]. Zu beachten ist, da� in der Literatur mehrere Konventionen bez�uglich derDe�nition von Green-Funktion und Zeitordnungsoperator in Gebrauch sind. Die hierverwendete folgt [Ric88]. Sie weicht teilweise von den De�nitionen in [Neg88] ab.Der Ein-Teilchen-Propagator, auch als Ein-Teilchen-Green-Funktion bezeichnet, hatin der Realzeit-Darstellung die FormG�ij(t; t0) = �ihT [cyi�(t)cj�(t0)]i: (A.1)Die Erzeuger- und Vernichteroperatoren sind hier in der Heisenberg-Darstellung ge-schrieben, T bezeichnet den Zeitordnungsoperator, die Klammern hi stehen f�ur einethermische Mittelung. Da der bei der thermische Mittelung auftretende Boltzmann-Faktor einen reellen Exponenten ��H hat, die Heisenberg-Darstellung der zu mit-telnden Operatoren aber Faktoren der Form exp(iHt) involviert, ist es zweckm�a�ig, zuimagin�aren Zeiten � = it �uberzugehen. Die Ein-Teilchen-Green-Funktion, in imagin�arerZeit dargestellt, ist analog zu (A.1) de�niert. Wegen der zeitlichen Translationsinva-rianz kann sie in unserem Modell nur von Zeitdi�erenzen abh�angen:G�ij(�; � 0) = G�ij(� � � 0) = hT [cyi�(�)cj�(� 0)]i (A.2)Der Zeitordnungsoperator T ordnet hier imagin�are Zeiten.H�au�g geht man durch Fourier-Transformation zur Darstellung in fermionischenMatsubara-Frequenzen !n = (2n+ 1)�� ; n ganzzahlig, (A.3)�uber. In der kontinuierlichen Version lautet diese:G�ij(�) = 1� 1Xn=�1 e�i!n�G�ij(!n) (A.4)G�ijn � G�ij(!n) = Z �0 d�ei!n�G�ij(�) (A.5)83



84 ANHANG A. FORMALISMUSIn der diskretisierten Version, in der das Intervall [0; �] in L Intervalle der L�ange�� eingeteilt ist, �nden nur L Matsubara-Frequenzen Ber�ucksichtigung:G��(l��) = 1T L=2Xn=�L=2G��nei!nl�� G��n = �� L�1Xl=0 G��(l��)e�i!nl�� (A.6)Die Ein-Teilchen-Green-Funktion beschreibt die Propagation der Elektronen. Insbe-sondere gibt die gleichzeitige, lokale Ein-Teilchen-Green-Funktion die (spinabh�angige)Dichte am Gitterplatz i an:n�i = 1 + G�ii(� = 0) = 1 + 1� Xn G�iin (A.7)Im freien Fall h�angt die impuls- und frequenzabh�angige Green-Funktion einfach mitder Ein-Teilchen-Dispersion �k des nichtwechselwirkenden Systems zusammen:G0�kn = 1i!n � (�k � �) (A.8)Folglich l�a�t sich der lokale Propagator durch die nichtwechselwirkende ZustandsdichteD(�) ausdr�ucken: G0�iin = Z 1�1 d� D(�)i!n + �� � (A.9)Die Selbstenergie � ist so de�niert, da� sie den �Ubergang vom nichtwechselwirken-den zum wechselwirkenden System beschreibt:G�ij(i!n) = G0�ij (i!n � ��ij(i!n)) (A.10)



Anhang BBerechnung der Suszeptibilit�atenim erweiterten Hubbard-ModellWir hatten im Abschnitt 2.4.2 gesehen, da� die N�achst-Nachbar-Wechselwirkungen imLimes hoher Dimensionen lediglich zu einer spin- und untergitterabh�angigen Verschie-bung des chemischen Potentials f�uhren. Bis auf Konstanten waren die Zusatzterme inGleichung (2.25) die folgenden:Hnn = Xi;�;�n�i� ��F �2 �m�� + �V � � 12F ��n��� (B.1)Damit k�onnen wir die Verallgemeinerung von (3.40) aufschreiben:@G��n@x = T X�0 n0 �� � �0nn0 24
�0 x�n0 � �V � � F �2 �X�00 @hn�00�� i@x + F �2 X�00 �0�00@hn�00�� i@x 35= T X�0 n0 �� � �0nn0 24
�0 x�n0 +X�00 ��F �2 � V ��+ F �2 �0�00�TXn00 @G�00��n00@x 35 (B.2)Um ein Gleichungssystem f�ur die Green-Funktionen eines Untergitters zu bekom-men, m�ussen wir die Symmetrie der betrachteten Suszeptibilit�at ber�ucksichtigen:@G�00��n00@x = 8><>: @G�00�n00@x f�ur x = h; �� @G�00�n00@x f�ur x = hst; �CDW (B.3)Wir de�nieren daher einen Symmetriefaktor:s = ( +1 f�ur x antisymmetrisch bzgl. ��1 f�ur x symmetrisch bzgl. � (B.4)Mit den Abk�urzungen 85



86ANHANG B. SUSZEPTIBILIT �ATEN IM ERWEITERTEN HUBBARD-MODELL~G�� = T Xn @G��n@x (B.5)~�� �0� = T 2 Xn n0 �� � �0nn0 (B.6)g�� = T 2 X�0 n n0 �� � �0nn0 
�0 x�n0 (B.7)l�a�t sich die �uber n summierte und mit T multiplizierte Gleichung (B.2) kompaktschreiben: ~G�� = g�� + s X�0 �00 ~�� �0� ��F �2 � V ��+ F �2 �0�00� ~G�00� (B.8)Damit haben wir also ein inhomogenes Gleichungssystem f�ur die Summen der Ab-leitungen der Green-Funktionen gewonnen. Die Kopplung zwischen verschiedenen �hat ihre Ursache in der Spinabh�angigkeit der Wechselwirkung. Die Diagonalit�at bzgl.n resultiert aus dem statischen Charakter der Hartree-Fock-N�aherung, die Diagonalit�atbzgl. � aus der Annahme der Homogenit�at (Rechnen in homogener Phase).Zur L�osung schreiben wir das System als Matrix-Gleichung:0@ ~G"�~G#� 1A = 0@ g"�g#� 1A + s0@ ~�""� ~�"#�~�#"� ~�##� 1A F � � V � V �V � F � � V � !0@ ~G"�~G#� 1A (B.9)Wir f�uhren weitere Abk�urzungen ein:a = s (F � � V �) ; b = �sV �und multiplizieren die beiden Matrizen in (B.9) aus:0@ 1� a~�""� � b~�"#� �b~�""� � a~�"#�� a~�#"� � b~�##� 1� b~�#"� � a~�##� 1A0@ ~G"�~G#� 1A = 0@ g"�g#� 1A (B.10)Die L�osung lautet (g�� wieder eingesetzt):0@ ~G"�~G#� 1A = 1detA 0@ 1� b~�#"� � a~�##� b~�""� + a~�"#�a~�#"� + b~�##� 1� a~�""� � b~�"#� 1A| {z }A 0BB@ T 2 P�0 nn0 �� " �0nn0 
�0 x�n0T 2 P�0 nn0 �� # �0nn0 
�0 x�n0 1CCA (B.11)Dieser Ausdruck f�ur ~G�� kann in Gleichung (B.2) eingesetzt werden. Man erh�altdann einen Ausdruck der Form:@G��n@x = T X�0 n0 �VF� � �0n n0 
�0 x�n0 (B.12)Das so de�nierte �VF� � �0n n0 kann nun statt �� � �0n n0 in Gleichung (3.46) eingesetztwerden, um 
�0 xVF�n0 und letztendlich die Suszeptibilit�aten des erweiterten Hubbard-Modells in der homogenen Phase zu berechnen.



Anhang CSommerfeld-EntwicklungAllgemeine FormDie Sommerfeld-Entwicklung (Darstellung nach [Ash76]) wird angewandt auf Integraleder Form I := Z 1�1 d�H(�)f(�); (C.1)wobei H meistens im wesentlichen die Zustandsdichte ist und f die Fermifunktionf(�) = 1exp( ���kT ) + 1 (C.2)bezeichnet. Damit obiges Integral f�ur jedes � existiert, darf H(�) f�ur �! 1 nicht schnel-ler als eine Potenz von � divergieren und mu� f�ur � gegen �1 so schnell verschwinden,da� das Integral K(�) := Z ��1H(�0)d�0 (C.3)existiert. Eine partielle Integration von I liefert (die Randterme verschwinden wegenf ! 0 bzw. K ! 0 f�ur �! �1):I = Z 1�1 d�K(�)(�@f@� ) (C.4)Falls H(�) (und damit auch K(�)) analytisch in � ist1, kann man K(�) in eine Taylor-Reihe entwickeln: K(�) = K(�) + 1Xk=1 (�� �)nn! dnK(�)d�n �����=� (C.5)Das Einsetzen der Entwicklung (C.5) in Gleichung (C.4) liefert:I = Z ��1 d�H(�) + 1Xk=1 Z 1�1 (�� �)nn! (�@f@� )d� dn�1H(�)d�n�1 ������=� (C.6)= Z ��1 d�H(�) + 1Xn=1 an(kT )2n d2n�1H(�)d�2n�1 ������=� (C.7)1Diese Voraussetzung ist im allgemeinen nicht erf�ullt! Siehe weiter unten.87



88 ANHANG C. SOMMERFELD-ENTWICKLUNGmit an = Z 1�1 x2n(2n)!(� ddx 1ex + 1)dx (C.8)Die Zahlenfolge an l�a�t sich durch die Riemannsche Zeta-Funktion ausdr�ucken, dieGlieder sind:a1 = �26 � 1:64; a2 = 7�4360 � 1:89; a3 = 31�615120 � 1:97; an n!1�! 2 (C.9)Anwendung auf Zustandsdichte des Bethe-GittersDie Zustandsdichte des Bethe-Gitters hat (Normierung der Energie auf die halbe Band-breite) die Form: D(�) = ( 2�p1� �2; j�j � 10 sonst (C.10)Um die bei der Sommerfeld-Entwicklung gemachten Fehler zu illustrieren und auf-zuzeigen, wie man prinzipiell vorgehen m�u�te, um diese zu vermeiden, wollen wir dasIntegral in (4.16) nach der Temperatur entwickeln. Dabei untersuchen wir den Falln = 1, also � = 0:I := �4 Z d� D(�)cosh2(� ���2 ) = Z 1�1 d�D(�)�@f@� �= 1Xn=0(kT )2n d2nD(�)d�2n ������=0 an(T ) (C.11)mit an(T ) = Z 1=kT�1=kT dx x2n(2n)!(� ddx 1ex + 1) (C.12)Mit Hilfe der Entwicklungp1� x = 1� 12x� 1 � 12 � 4x2 � 1 � 1 � 32 � 4 � 6x3 � ::: = 1� 1Xn=1 (2n� 3)!!2n!! xn (C.13)�ndet man, da� f�ur die Ableitungen der Zustandsdichte bei � = 0 gilt:d2kD(�)d�2k ������=0 = � 2� 2k!(2k� 3)!!2k!! = � 2� (2k � 1)!!(2k� 3)!! (C.14)Die ungeraden Ableitungen verschwinden aus Symmetriegr�unden. Die ersten Ableitun-gen sind:d2D(�)d�2 = � 2� ; d4D(�)d�4 = �2 � 3� ; d6D(�)d�6 = �2 � 45� ; d8D(�)d�8 = �2 � 1575� (C.15)Sie divergieren f�ur n ! 1 etwa wie n!. Trotzdem konvergiert die Summe (C.11) ,da die "Koe�zienten\ an(T ) f�ur festes T und n ! 1 gen�ugend schnell verschwinden.Qualitativ erkennt man dies daran, da� die jeweiligen Integranden in (C.12)x2n(2n)! 14 cosh2(x2 ) (C.16)



89ihre Maxima bei jxj = 2n haben. Bei der Integration wandern diese Beitr�age (T fest)f�ur n!1 aus dem Integrationsbereich hinaus.Eine Anwendung der "normalen\ Sommerfeld-Entwicklung ergibt ein formal zu(C.11) fast identisches Ergebnis. Der einzige Unterschied: Statt der von T abh�angi-gen Integrationsgrenzen integriert man bei der Sommerfeld-Entwicklung immer von�1 bis 1 und erh�alt statt der Funktionen an(T ) die Sommerfeld-Koe�zienten an. Dieentsprechende ReiheISommerfeld = 1Xn=1 an(kT )2n 2� (2k � 1)!!(2k� 3)!! (C.17)divergiert f�ur jeden (!) Wert von T .Insgesamt kann man feststellen, da� die Sommerfeld-Entwicklung, wie sie im er-sten Abschnitt dargestellt wurde, unter den gemachten Voraussetzungen exakt ist.Da man in der Regel Zustandsdichten mit algebraischen Bandkanten untersucht, wirdsie jedoch meistens au�erhalb ihres Geltungsbereiches angewendet. Dann beschreibtsie nicht mehr eine exakte, sonder nur noch eine asymptotische Entwicklung. Bei jederTemperatur gibt es in diesem Fall eine optimale Anzahl von Termen, deren Summe demwahren Ergebnis am n�achsten kommt. Bei Temperaturen, die klein sind im Verh�altniszur Entfernung zwischen Fermi-Kante und Nichtanalytizit�aten, ist diese Zahl gro�. Mankann also viele Terme aufsummieren und dem wahren Ergebnis sehr nahe kommen.Wie in Abbildung 4.3 in Kapitel 4 gezeigt ist, liegt dieser Fall bei den f�ur dasBethe-Gitter betrachteten Temperaturen bis T = 0:25 nicht mehr vor. Schon der T 4-Term verschlechtert das Ergebnis f�ur gro�e Werte von T . Deswegen war hier eine direktenumerische L�osung des Integrals unvermeidlich. F�ur die Berechnung der F�ullung alsFunktion von � und T reichte dagegen, wie in Anhang D dargestellt, die Genauigkeitder Sommerfeld-Entwicklung aus.Interessant ist, da� die Sommerfeld-Entwicklung f�ur die Gau�sche Zustandsdichteexakt ist. Gerade weil diese keine algebraischen Bandkanten hat, ist sie analytisch underf�ullt damit die rigorosen Voraussetzungen dieser Entwicklung.
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Anhang DBerechnung des chemischenPotentialsIn Kapitel 4 wird das chemische Potential � als Funktion der Dichte n und der Tem-peratur T ben�otigt. W�ahrend der Ausdruckn(�; T ) = 2 Z 1�1D0(�)f(� � �; T )d� = 4� Z 1�1p1� �2f(� � �; T ) (D.1)numerisch leicht auszuwerten ist, ist eine analytische Au
�osung nach � (bei vorgegebenn und T ) nicht ohne N�aherung m�oglich. Daher f�uhren wir eine Sommerfeld-Entwicklungbis zur 4. Potenz in T durch und entwickeln anschlie�end bis zur 3. Ordnung in � um� = 0:n(�; T ) � 224Z ��1D0(�)d�+ �26 (kT )2 dD(�)d� �����=� + 7�4360(kT )4 d3D(�)d�3 ������=�35= 2h12 +D(0)�+D00(0)�36 + �26 (kT )2 D00(0)�+D(4)(0)�36 !+7�4360(kT )4 D(4)(0)�+D(6)(0)�36 !i (D.2)= 1 +  4� � 2�3 (kT )2 � 7�330 (kT )4!� +  � 23� � �3 (kT )2 � 7�312 (kT )4!�3Da n � 1 eine ungerade Funktion von � ist, ist umgekehrt auch die gesuchte Funktion� eine ungerade Funktion in n � 1. Deren Taylor-Entwicklung l�a�t sich mit folgenderallgemeinen �Uberlegung �nden: Seiy(x) = a1x+ a3x3 und x(y) = b1y + b3y3 + O(y5) (D.3)y(x(y)) = y , a1(b1y + b3y3) + a3(b1y + b3y3)3 + calO(y5) = y (D.4)) b1 = 1a1 ; b3 = �a3a41 : (D.5)91
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